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0.1. VORWORT

0.1 Vorwort

Das Skript entstand als Mitschrift vom Kurs “Lineare Algebra 1”7 an der Universitét Bern,
doziert von Prof. Dr. George Metcalfe. Es erhebt weder einen Anspruch auf Vollstéindigkeit
noch auf Erklarung bestimmter Abschnitte oder seiner Struktur.

Es ist deshalb auch eher als Hilfsmittel fiir den Kurs “Lineare Algebra 1”7 zu verstehen,
und nicht primér zur Selbstschulung geeignet. Abschnitte von Beweisen, die mit Aufgabe
beschriftet sind, wurden nicht in der Vorlesung gelost und sind dementsprechend nicht
verfiighar, sondern eher in Ubungen zu erarbeiten.

0.1.1 Mitarbeit
Folgende Personen waren bei der Erstellung und Formung des Skriptes aktiv:

e Adrianus Kleemans, Mitschrift des Kurses

Oliver Stapleton, korrekturlesen und eine ganze Menge an Korrekturen

Nicole Bettschen, Bereitstellung ihres Skripts zum Abgleich

Urs Zysset, Liste an Korrekturen

Amaru Hashimi, Levyn Buerki und Lukas Etter, diverse Korrekturen

0.1.2 Lizenz
Das Skript ist ausschliesslich fiir privaten Gebrauch zu verwenden und nicht zur Veroffent-
lichung oder kommerziellen Nutzung.
0.1.3 Organisatorisches
Empfohlene Biicher:
e Gerd Fischer: Lineare Algebra. Vieweg Studium, Wiesbaden 2005.

e Max Koecher: Lineare Algebra und analytische Geometrie. Springer-Verlag, Berlin
Heidelberg 1997.

e Michael Artin: Algebra. Birkhduser, Basel 1998.

0.1.4 Themen

Lineare Algebra befasst sich mit linearen Gleichungen wie

r+2y=4 (1)
r—y=2 (2)

Wichtige Konzepte: Matrizen, Determinanten, Vektorrdume, Unterrdume, Homomor-
phismen, lineare Abbildungen.



KAPITEL 1. REELLE LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Kapitel 1

Reelle lineare Gleichungssysteme

Notation
Symbol Bedeutung
a€A "a ist ein Element der Menge A’
a¢ "a nicht in A’
D= .. ¢ ist definiert als ...
{a: P(a)} 'Die Menge aller Objekte mit der Eigenschaft P’
{a € A: P(a)} | 'Die Menge aller Objekte in A mit der Eigenschaft P’
{} oder 0 "leere Menge’
& genau dann wenn’

1.1 Der reelle n-dimensionale Raum R"”

1.1.1 (n=1)

Die ’Zahlengerade’ R ist die Menge von reellen zahlen (in Analysis I). Sie umfasst folgende
Teilmengen:

e natiirliche Zahlen (N)
e ganze Zahlen (Z)
e rationale Zahlen ((Q))

e irrationale Zahlen

1.1.2 (n=2)

Die 'Ebene’ R? besteht aus allen geordneten Paaren von reellen Zahlen, d.h.

RQ = {(al,ag) ta1,a2 € R} (1.1)



1.1. DER REELLE N-DIMENSIONALE RAUM R

Nebenbemerkung Betrachten Sie die 'Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als
Element enthalten’

R:={z:x ¢ x} (1.2)
Dann gilt:

ReR&RER (1.3)
Ein Paradox! Lésung: Sei vorsichtig! (ZF oder ZFC Mengenlehre verwenden.)

Lineare Gleichungen Eine lineare Gleichung in R?:
a1x1 + agxo = b (1.4)
x1,x9: Variablen - a1, a9,b € R entspricht der Menge (von Punkten oder Loésungen).
L= {(z1,22) € R® : ay1 + agwa = b} (1.5)

Falls a; = as = 0, haben wir L = R? fiir b = 0 und L = 0 fiir b # 0. Andernfalls entspricht
die lineare Gleichung einer Geraden in R2.

Drei Beispiele

220 | i |
-10 -5 1] 5 10

Abbildung 1.1: Aufgabe (i)

r—y="7 @© (1.6)
z+y=5 @ (1.7)
Wir erhalten:
=12 @®=01+@
=6 @D_-3.® Das System hat genau eine L6sung. (1.8)

y=-1 ®-O_@



1.1. DER REELLE N-DIMENSIONALE RAUM R

20 1 i I
-10 -5 0 5 10

Abbildung 1.2: Aufgabe (ii)

r—y="7 @© (1.9)
20 — 2y =14 @ (1.10)

(0,7) ist eine Losung, auch (8,1) und (-2, —9). Das System hat unendlich viele
Losungen:

L={\A-T:\eR} (1.11)

Abbildung 1.3: Aufgabe (iii)
(iif)
z—y=7 @ (1.12)
20 — 2y =12 @ (1.13)

2 parallele Linien, das System hat keine L6sung.



1.1. DER REELLE N-DIMENSIONALE RAUM R

1.1.3 (n = 3)

Der 'Raum’ R? besteht aus allen geordneten Tripeln von reellen Zahlen
R3 = {(al,ag,ag) 1 a1,a2,a3 ER} (1.14)

Eine lineare Gleichung in R3

a1%q + a9 + azxs3 = b (1.15)

1, T2, r3: Variablen - a1, a9,a3,b € R entspricht der Menge

L= {(z1,22,23) € R : 101 + agwy + azxz = 0} (1.16)

Falls a; = as = ag = 0, ist L = R? fiir b = 0 und L = 0 fiir b # 0. Andernfalls entspricht
die lineare Gleichung einer Ebene in R3.

Beispiel Betrachten wir fiir beliebige A, u € R.

x1+x3=0 @ (1.17)
stz try=1 @ (1.18)
2r] —xo + Axz = ® (1.19)
Daraus wird:

=1 @®=20_-0 (1.20)
e+ AN=az=p @=D-2.@® (1.21)
AN=as=1+puy ©=D4+® (1.22)

Falls A = 2, haben wir keine Losung fiir A # —1 und unendlich viele fiir A = —1.
L={(o,1,—a):a € R} (1.23)

Andernfalls (A # 2) haben wir genau eine Ldsung:

x] = ;i_i'; (1.24)
29 =1 (1.25)
- % (1.26)



1.1. DER REELLE N-DIMENSIONALE RAUM R

1.1.4 (n beliebig)

Wir betrachten geordnete n-Tupel von reellen Zahlen
a=(a,...an): ai,...,anp €R (1.27)

‘geordnet’ bedeutet (ay,...,a,) = (a},...,a,) = a1 = d},...,a, = al,. Die Menge aller
geordneten n-Tupel von reellen Zahlen

R" .= {(alv "'70%) 141, ...,0p € R} (128)

heisst der reelle Standardraum der Dimension n.

Bemerkung Wir kénnen mit n-Tupeln rechnen:

(al, ...,an) + (bl, ...,bn) = (a1 4+ b1, ., Gn + bn) (129)
A (ar, .y an) == (Aag, ..., Aay), A € R (1.30)

R™ mit den Operationen Addition und Multiplikation mit einer Zahl X ist ein wichtiges
Beispiel eines Vektorraums.

Lineare Gleichungen Seien a,...,a,,b € R und z1, ..., z, Variablen. Dann heisst
a1x1+ -+ apr, =05 (1.31)

eine lineare Gleichung in den Variablen z1, ..., z,. Falls auch b = 0, heisst die Gleichung
homogen.

Ein lineares Gleichungssystem besteht aus m linearen Gleichungen in n Variablen.

a;i%i + -+ + QinTn = b; (1.32)
: (1.33)
AmiTi + ** + QnTn = by, (1.34)
Das System heisst homogen, falls by =--- =b,, = 0.
Die Lésungsmenge des Systems besteht aus allen n-Tupeln (x1,--- ,x,) € R", die alle

Gleichungen erfiillen.
Wie charakterisiert man die Lésung eines solchen Sysems? Man kann ein lineares Glei-
chungssystem mit Hilfe von Matrizen darstellen:

Az =b (1.35)



1.2. MATRIZEN

wobei
Qg Qin
A= : (1.36)
Ami Qmn
x1
zi=| : (1.37)
In
b1
b:=| : (1.38)
bm,

1.2 Matrizen

Seien m, n positive natiirliche Zahlen
(m,n € N\ {0}) (1.39)

Eine m x n Matrix tiber R mit m Zeilen und n Spalten besteht aus m - n reellen Zahlen
a;j(r=1---m,j=1---n), geschrieben

A 7
A= (ag)=| : : (1.40)
Qms  *°  Qmn
zum Beispiel
T —1
(g _51> oder [0 5 (1.41)
1 0

Die Elemente a;; nennt man Komponenten der Matrix A = (a;;). Zwei Matrizen A =
(a;j) und B = (b;;) sind gleich, geschrieben A = B, wenn A und B beide m x n-Matrizen
sind und a;; = b;; firallet =1---m,j=1---n gilt.

1.2.1 Rechnen mit Matrizen

Wir konnen mit m x n-Matrizen rechnen.
Seien A = (a;5), B = (b;j) m x n-Matrizen iiber R und A € R:

A+ B = (aij + bl]) (142)

(d.h. A+ B ist definiert als m x n-Matrix (¢;j) wobei ¢;; = a;j + by firi =1---m,j =
1--n).

Die Menge Mat(m,n;R) aller m x n-Matrizen iiber R mit Addition und Multiplikation
mit einer Zahl ist noch ein wichtiges Beispiel eines Vektorraumes.



1.2. MATRIZEN

1.2.2 Umformung von Gleichungen zu Matrizen

Gleichungen — Matrizen

221 + 322 =5 (1.44)
xr1 — 21‘2 =0 (1.45)

wird zu
Az =b (1.46)

(260

Anmerkung Wir kénnen R"™ mit Mat(n,1;R) identifizieren, und die Elemente von
R™ Spaltenvektoren. Analog heissen die Elemente von Mat(1,n;R) Zeilenvektoren.
Wir identifizieren auch eine 1 x 1-Matrix (a)(a € R) mit a.

Wir definieren nun auch

e die m x n Nullmatrix 0™ (oder 0), deren Elemente alle 0 sind.

e das Negative von A = (a;5) : A := (—aij).

Lemma 1.2.1 Seien A = (a;;), B = (bi;),C = (¢ij) € Mat(m,n;R). Dann gilt:
(i) A+ B = B+ A (kommutativ)
(it) (A+B)+C = A+ (B+C) (assoziativ)
(iii) A+0=A=0+ A (neutrales Element)
(iv) A+ (—A) =0=(—A) + A (inverses Element)

Beweis Wir betrachten nur (ii). (i), (i), (iv) sind sehr dhnlich.
Seien

= (lyj) = (A+B)+C (1.48)

L
R = (rij) =A+(B+C) (1.49)

Zu zeigen: L= R firi=1...m, j=1...n

lij = (aij + bij) + cij (Definition der Addition) (1.50)
= aj;j + (bij + cij) (rechnen in R) (1.51)

= 1;; (per definitionem) (1.52)

O

10



1.2. MATRIZEN

1.2.3 Matrixmultiplikation

Wir kénnten Matrixmultiplikation durch

A - B = (aij . bzg)

definieren, aber es gibt eine (kompliziertere!) Definition, welche niitzlicher ist.

Beispiel: Bevolkerungszahlen.

(1.53)

Manchester hat 500’000 Einwohner, Liverpool 300’000. Nehmen wir nun an, dass jedes
Jahr 5% der Einwohner nach Liverpool umziehen, und 10% der Einwohner Liverpools

nach Manchester!.
Nach einem Jahr:

o Manchester: (0.95 - 500000) + (0.1 - 300'000) = 505000 Einwohner
e Liverpool: (0.9 - 300°000) + (0.05 - 500'000) = 295’000 Einwohner

0.95 0.1 500’000\ (505’000
0.05 0.9 300000/ \ 295’000

1.2.4 Komplexere Matrixmultiplikation

Mit Matrizen:

Zuerst betrachten wir
e cinen Zeilenvektor a = (aj, ..., a,)
b;
e einen Spaltenvektor b = | :
bn,
und definieren
n
a-b= Zaibi + ... +apb,
i=1
Beispiel

3
12 -1)-|-1]=0)B3)+@)(~=1)+(-1)(-2)=3-2+2=3
2

Seien nun

A € Mat(m,n,R)
B € Mat(n,p;R)

!Zur Vereinfachung rechnen wir ohne Geburten oder Todesfille

11

(1.54)

(1.55)

(1.56)



1.2. MATRIZEN

Wir definieren A - B := C wobei C = (¢;j) € Mat(m,p;R) und
n
Cij = Z a;,br; = (Zeilenvektor i von A) - Spaltenvektor j von B
k=1

Wir schreiben oft AB statt A - B.

Beispiel
1 2 1
A= (O 3 _1> € Mat(2,3;R)
-1 2
B=1|1 0| € Mat(3,2;R)
1 3

AB : :C:Ci]‘ S Mat(2,2;R)

-1
e = (121) ( ) — (1)(=1) + @)(1) + (1)(1) =2

1
1
2
C12::(121)- (0) =5
3
-1
C21::(0—3—1)- 1 =4
(1)

Anmerkung: AB # BA

12

(1.59)

(1.60)

(1.61)
(1.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)

(1.67)

(1.68)



1.2. MATRIZEN

1.2.5 Quadratische Matrizen

Matrizen in Mat(n,n;R) heissen quadratisch. Besondere Beispiele sind die  x n Ein-
heitsmatrizen:

1 0 0
0 1 0 2
EM = (dy) = | 0 (1.69)
: 0 3
0 0 1
wobei
[ 1fallsi=j
dij = {0 andernfalls (1.70)

Fiir eine quadratische Matrix A € Mat(n,n;R) wird auch die Matrixpotenz A" wie
folgt induktiv definiert:

AY = E (1.71)
AL — Ak LAk e (N) (1.72)
Beispiel
1 2
() o
o (10
oo () ws
L (1 2\ (1 0y (1 2
96900 e
o (1 2y (1 2\ (-1 38
(43 (L D)=E) .79
Lemma 1.2.2 (i) (AB)C = A(BC): Assoziativitit fir
A € Mat(m,n;R) (1.77)
B € Mat(n,p;R) (1.78)
C € Mat(p,¢; R) (1.79)
(1)) A(B+ C) = AB+ AC fiir
A € Mat(m,n;R) (1.80)
B,C € Mat(n,p;R) (1.81)

13



1.2. MATRIZEN

(iii) (A+ B)C = AC + BC fiir

A, B € Mat(m,n;R) 1.82)
C € Mat(n,p;R) 1.83)
(iv) AE™ = A fir A € Mat(m,n;R)
E(MA = A fiir A€ Mat(m,n;R)
(v) ATAT = AT fijr
A€ Mat(m,n;R),i,7 € N (1.84)
Beweis Wir beweisen (i) und (v)
(i) Seien
L = (l) :== (AB)C .
R = (r) = A(BC) € Mat(m, g;R) (1.85)
F = (fij) == AB € Mat(m,p;R) 1.86)
G = (gij) = AB € Mat(n,¢;R) 1.87)
Zu zeigen: L = R, d.h. FC = AG.
p
lij = Z fikcr; (per definitionem) (1.88)
k=1
p n
= ( aisbsk> (per def.) (1.89)
k=1 \s=1
= Z ais (Z bskckj> (rechnen in R) (1.90)
s=1 s=1
9sj
= Z (per def.) (1.91)
=r;; (per def.) (1.92)
O
(v) Wir zeigen mit Induktion iiber j, dass A*A7 = A™J fiir alle 4,7 € N.
- Induktionsanfang: j = 0 (zeige, dass Annahme wahr ist)
A'AY = A'E(per def.) (1.93)
= A'(mit iv) (1.94)
= A0 (1.95)

14




1.3. DAS GAUSS-ELIMINATIONSVERFAHREN

- Induktionsschritt von j auf j41. Induktionsannahme: A’A7 = A fiir alle i €
N.
Zu zeigen: A'AJH1 = ATIHL figr alle 4 € N.
ATATTY = AY(ATA) (per def.) (1.96)
= (A"A7)A (mit 1) (1.97)
— A" A (Induktionsannahme) (1.98)
= AT (per def.) (1.99)

1.3 Das Gauss-Eliminationsverfahren

Ziel: Ein Verfahren zum Lésen von linearen Gleichungssystemen.
Idee: Wir benutzen ’elementare Zeilenumformungen’ um ein Gleichungssystem auf eine
einfache "Zeilenstufenform’ mit denselben Lésungen zu bringen.

Wir betrachen lineare Gleichungssysteme in der Form:

Az = (1.100)
wobei A € Mat(m,n;R),z € R", b € R™.
A heisst Koeffizientenmatrix und
I T
(A,0) =] : (1.101)
Ami °  Amn bm

erweiterte Koeffizientenmatrix des Systems.

Wir betrachen auch die Losungsmenge:
Loes(A,b) = {zx € R" : Az = b} (1.102)

Beobachten Sie nun, dass Systeme mit Koeffizienten wie

Lo o 020 -1\ /1 0 —1 35
(o . _1>, 003 1],{lo0 2 10 (1.103)
000 0 00 0 5

einfach zu l6sen sind.

15



1.3. DAS GAUSS-ELIMINATIONSVERFAHREN

Beispiel
10 2|1
(4,0) = <O 1 -1 3>
Das heisst:
1 +2x3=1
o — T3 = 3
Dann folgt:
ro =3+ x3
I = 1-— 2.%3
Losung:
1—2)\
Loes(A,b) ={| 3+ X | : A eR}
A

Wir betrachten drei Darstellungen linearer Gleichungssysteme:

1. 'Gleichungsform’

a11x1 + -+ apTy = b;

A1 %5 + -+ A ®n = by

2. 'Matrixform’

Ax =b
wobei
a1 o Qip
A= : : € Mat(m,n,R)
Ami -+ Gmn
€1
T = :
Tn
b1
b:=| :
bm

16

(1.104)

(1.105)
(1.106)

(1.107)
(1.108)

(1.109)

(1.110)

(1.111)
(1.112)

(1.113)

(1.114)

(1.115)

(1.116)



1.3. DAS GAUSS-ELIMINATIONSVERFAHREN

3. ’Erweiterte-Koeffizientenmatrix-Form’

aix - aip | b
(A,b) =] : : : (1.117)
Am1 " Qmn | by
Wir suchen die Lésungsmenge:
Loes(A,b) = {z € R": Az = b} (1.118)
A = (aij) € Mat(m,n,R) (1.119)

heisst in Zeilenstufenform, wenn sie von der folgenden Form ist:

Jo Ji J2 v Jr
0 =
A=1¢0 0o « (1.120)
0 0 0 . =z
wobei * 'ungleich Null’ bedeutet.
Beispiel
02 5 1 0 _01 (2) _31
00 -1 0 —-11, (1.121)
00 0 0 O 0 00
0 0 O
Préziser formuliert: A ist in Zeilenstufenform falls:
(1) Es gibt r € {0,1,--- ,m}, so dass in den Zeilen 1---7 nicht nur Nullen stehen, und

in den Zeilen r + 1,--- ,m nur Nullen stehen.
(2) j1 <jo <---<jp wobei fiir i =1---r gilt: j; := min{j : a;; # 0}

Anmerkung: Durch eine Umordnung der Spalten von A? kann man immer annehmen:

n=>LL-gr=r (1.122)
Beispiel
T1+ 210 —x3+14 =1 (1.123)
2%‘3 — T4 = 0 (1.124)
12 -1 1|1
<0 0o 2 -1 O) (1.125)

2d.h., eine andere Numerierung der Variablen des entsprechenden Gleichungssystems

17



1.3. DAS GAUSS-ELIMINATIONSVERFAHREN

koénnen wir umformulieren als

Y1 — Y2 +2ys+ys =4
2y —ya =0

(1 -1 2 1 1)
0 2 0 -1 0
Das ergibt
Y1 =2T1,Y2 = X3,Y3 = T2,Y4 = 4
Betrachten Sie nun ein System:
ai by

a2 bo

(A? b) = afrr brr m

Vg

Falls b; =0 fiir i € {r + 1,--- ,m}, dann ist Loes(A,b) = (). Andernfalls

e b1 =--=b,=0
® 2,1, - ,Ty, heissen freie Variablen
e 11, -+ ,x, heissen gebundene Variablen
Man setzt
k=n—r
und wahlt

AL, ..oy, A als Parameter mit x,41 = A1, ...,z = g
Zur Berechnung der x1,- -+ , x, beginnt man mit

QrpTy + ar,r+1)\1 + A Ag = by

und erhalt
1
Ty = 7([77’ - ar,r+1)\1 — = arn>\kz)
Ay
Dann berechnet man &hnlicherweise x,_1,--- , 1.

(1.126)
(1.127)

(1.128)

(1.129)

(1.130)

(1.131)

(1.132)

(1.133)

(1.134)

Anmerkung Falls n = r so (k = 0), dann haben wir keinen Parameter und genau

eine Losung. Andernfalls erhalten wir unendlich viele Losungen.
Beispiele

18



1.3. DAS GAUSS-ELIMINATIONSVERFAHREN

(i)

Loes(A,b) =

O N O
O')—l
—
—_ O
N~ —
PR
82 8 8
w N =
N~ —
Il
/o~ /N
RO RO
N~ —

N——

(iii)

31 1.0 0 0|2
0O -1 10 2 113
(A, )=10 0 2 1 1 -=-3|4
0 0 01 -1 =110
0 0 00 O 01O

m=5n=6r=4

A = x5, Ay = xg. Weitere Umformungen:

— Schritt 1:
Ty — )\1 — )\2 =0
=Ty = A1+ A2
— Schritt 2:
23+ (M1 +A2) + A — 3 =4
=x3=2—X\ + A
— Schritt 3:
—.’L‘2+(2—>\1+2)\2)+2)\1+)\2=3
= To= A1 +2X — 1
— Schritt 4:

3x1+(/\1+2)\2—1)+(2—/\1+/\2):2

1
:>1'1:§—)\2
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1.3. DAS GAUSS-ELIMINATIONSVERFAHREN

Da die Losung zwei Parameter beinhaltet, ist die Losungsmenge unendlich. Spezfifi-
zieren kann man sie wie folgt:

b,
A +2X —1
LO@S(A, b) = { A+ Ao AL A € R} (1.149)
A1
A2

1.3.1 Elementare Zeilenumformungen

Wir versuchen nun ein beliebiges System auf Zeilenstufenform zu bringen. Dazu beniitzen
wir zwei Typen von elementaren Zeilenumformungen der erweiterten Koeffizienten-
matrix:

Typ I Vertauschung zweier Zeilen

Typ II Addition der A-fachen Zeile ¢ mit Zeile j, wobei 0 % XA € R und ¢ # j

Beispiel

0 2 -3 —-1|1
(Ap)=-1 2 0 —-1|0 (1.150)

2 0 -5 2 | -2
I: Zl <~ Z2 (1.151)

-1 2 0 -1|0
0 2 -3 —-1|1 (1.152)

2 0 -5 2 |-=2
II:75 — Zs+27; (1.153)

-1 2 0 -—-1]0
0 2 -3 —-1|1 (1.154)

0 4 -5 0 |-2
II: Z3 — Z3 — 27y (1.155)

-1 2 0 -1]0
0 2 -3 —-1|1 (1.156)

0 0 1 2 | -4
= (A,b) (1.157)

Entscheidend ist nun

Loes(A,b) < Loes(A,b) (1.158)
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Lemma 1.3.1 Sei (A,b) durch endlich viele Zeilenumformungen entstanden. Dann
gilt:

Loes(A,b) = Loes(A,b) (1.159)

Beweis Es geniigt zu zeigen, dass die Losungen bei einer elementaren Zeilenumformung
unveréandert bleibt.

Typ I Trivial (wir l6sen dieselben Gleichungen)
Typ II (A, b) ist (A,b) ausser Zeile j.

((ljl + )\(lil)l'l —+ e+ ((ljn + )\am)mn = bj + Ab; @ (1.160)

Zu zeigen: Loes(A,b) = Loes(A,b). Oft einfach zu zeigen: Beides sind Teilmengen
voneinander. Dies wird im folgenden bewiesen.

— Loes(A,b) C Loes(A,b) Sei x € Loes(A,b). Dann gilt:

a; 11+ -+ a4inTy = bl @ (1161)
a121 + -+ ajpry = bj @ (1.162)

Also gilt fiir 0 £ A € R:
Aaia1 + -+ Minzn = b @ mit @ (1.163)

und auch @ (mit ® und @) Deshalb x € Loes(A,b)
— Loes(A,b) = Loes(A,b) Ahnlich (Ubung). O

Lemma 1.3.2 (Korrektheitsbeweis) o
Sei (A, b) ein lineares Gleichungssystem mit A € Mat(m,n;R). Dann existiert (A,b),
wobei

o (A,b) entsteht aus (A,b) durch endlich viele elementare Zeilenumformungen.

e A ist in Zeilenstufenform.

Beweis Induktion iiber m.
e Induktionsanfang: m = 1. Dann ist (A,b) = (4,b).

e Induktionsschritt: von m auf m + 1. Induktionsannahme: Die Behauptung gilt
fiir alle n € N\ {0}, A € Mat(m,n; R)undb € R™
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e Zu zeigen: Die Behauptung gilt fiir alle n € N\ {0}, A € Mat(m + 1,n;R)undb €
R™.
Falls A = 0, dann ist (A,b) = (A,b). Andernfalls betrachten wir die kleinste Zahl
jeA{l,..,n} mit a;; # 0 fir ein i € {1,...,m}.
Dann entsteht durch 0 oder 1 Zeilenumformungen vom Typ I eine Matrix der Form:

0 0 Qi - Qip bi
Do (1.164)
0 0
Durch Umformungen vom Typ II macht man alle unterhalb von a;; stehende Kom-
ponenten 0:
0 0 aij cee Qin bi
0 (1.165)
0 0
0 0 O
Mit der Induktionsannahme (denn A € Mat(m, k,R)) fir ein k € N\ {0} erhalten
wir
0 0 Qi - Qip bi
0 b
00 : 0 ¢ (1.166)
00 0 = 0
00 0 O

1.3.2 Zusammenfassung
Das Gauss-Eliminationsverfahren besteht aus zwei Schritten:

e Durch elementare Zeilenumformungen erhélt man (A, b), wobei A in Zeilenstufenform
ist und Loes(A,b) = Loes(A,b)

e Man berechnet direkt Loes(A,b).

Beispiel Bestimmen Sie, fiir welches A € R das folgende Gleichungssystem l6sbar ist
und geben Sie gegebenenfalls die Losung an.

2 -1 1 -3 0
-4 2 =3 5 |14+2A
0o 1 -2 4 2\
6 -2 2 -4 1

(A,b) = (1.167)
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Losungsschritte: Zy — Zo + 221, Zy — Z4y — 323

2 -1 1 -3 0
0 0 -1 —1]14+2X
0o 1 -2 4 2
0O 1 -1 5 1
Danach: Z, < Z3
2 -1 1 =3 0
0o 1 -2 4 2\
0 0 —-1 —1]14+2X
0O 1 -1 5 1
Z4 — Z4 — Zz
2 -1 1 =3 0
0O 1 -2 4 2\
0 0 —-1 —-1]14+2A
0 O 1 1 [1—-2A
Zy — Zy+ Z3
2 -1 1 =3 0
0o 1 -2 4 2\ .
0 0 —1 —1|1+X]| (4,)
0 0 0 0 |2—=2AX

mit Loes(A,b) = Loes(A,b)
Falls A # 2, dann ist
Loes(A,b) =0
Andernfalls, A = 2 und wir setzen p = x4. Wir erhalten:
l. —z3—p=3=>23=-3—pu

2. 29 —2(-3—p)+4p=14
=29 =—2—06u

3. 201 — (=2—6p) + (=3 —p) —3u=0
=21 =1-2u
:>£C1:%—,U,

Loes(A,b) = {
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Was jetzt? Betrachten Sie eine homogene lineare Gleichung
2r4+y=0
2 und y 'miissen nicht’ reelle Zahlen sein, z.B.
(1 (-1
T )Y T e
=222z y=—42%+2z
Wir fragen:
e Woher kommen x,y usw?

e Was bedeutet +7

Wir geben abstrakte Antworten.
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KAPITEL 2. GRUPPEN, RINGE, KORPER

Kapitel 2
Gruppen, Ringe, Korper

Mengen mit Verkniipfungen - sogenannte algebraische Strukturen - spielen eine wich-
tige Rolle in der Mathematik. Zum Beispiel:

e N mit +,—,-,0,1
o R"™ mit +
o Mat(m,n) mit +,0™"
e Mat(n,n) mit -
e N mit 'min’ und 'max’
e P(A) ={B: B C A}, die Potenzmenge von einer Menge A, mit N und U.
Wir betrachen Klassen von Strukturen mit gewissen Eigenschaften. Insbesondere: Grup-

pen, Ringe, Korper, Vektorrdume.

2.0.3 Mengen und Verkniipfungen
Seien A1,---, Ay, B Mengen. Eine Abbildung
a:{1l,---,n} = A,U---UA, (2.1)
mit a(i) € A; heisst ein geordnetes n-Tupel, geschrieben
(a1, ,an) (2.2)

Die Menge aller geordneten n-Tupel von Aq,--- , A, heisst das Direktprodukt.

Ay x - x Ay =A{(a1,-++ ,an) ra; € Ajyi=1---n} (2.3)
Falls Ay =--- = A, = A, schreiben wir
A"=Ax---x A (2.4)
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Eine Abbildung
f:Aix---xA,— B (2.5)
geschrieben auch

(a1, an) > flar,- an) (2.6)

heisst eine n-stellige Verkniipfung.

2.1 Gruppen
Eine Menge G zusammen mit einer zweistelligen (oder bin&ren) Verkniipfung

x:GxG—G (2.7)
(a,b) — *(a,b) (2.8)

heisst ein Gruppoid.

Anmerkung Wir schreiben ’G’ fiir die Menge G und auch Gruppoid G mit *. Wir
schreiben oft a * b statt *(a, b).
FEin Gruppoid G heisst:

e assoziativ falls a * (b*c) = (a xb) x ¢ fiir alle a,b,c € G
e kommutativ falls a * b = b x a fiir alle a,b € G
e idempotent falls a xa = a fiir alle a € G

Ein assoziatives Gruppoid heisst eine Halbgruppe und eine idempotente kommutative
Halbgruppe heisst Halbverband.

Beispiele

(i) G = NJZ,Q oder R mit axb := a+ b oder axb := a-b ist eine kommutative
Halbgruppe.

(i) G =N,Z,Q oder R mit axb := min(a, b) oder axb := max(a,b) ist ein Halbverband.

(ili) G = Q oder R mit dem arithmetischen Mittel: a * b := %t ist ein kommutatives
idempotentes (nicht assoziatives) Gruppoid.

(iv) G = P(A) (A eine Menge) mit a xb:=aUb oder a* b := aNb ist ein Halbverband.

(iv) G = UA™ (A eine Menge) mit n € N, die Menge aller endlichen Sequenzen (a1, - - ,ay)
fiir ai, -+ ,an € Aa mit (a17"' a@n) * (bla"' 7bm) = (ala"' 7anab17“' 7bm) (KOH_
katenation)ist eine Halbgruppe.
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2.1. GRUPPEN

Eine Halbgruppe G heisst Gruppe falls:
(1) Es gibt ein neutrales Element e € G, wobei a x e = a = e * a fiir alle a € G.

(2) Zu jedem Element a € G gibt es ein inverses Element a € G, wobei axa’ = e = a’xa
fiir alle a € G.

Eine kommutative Gruppe heisst abelsch.

Beispiele

(i) G =Z,Q oder R mit a *b := a + b ist eine Gruppe mit neutralem Element 0 und
inversem Element —a fiir a.

(i) G=Q\ {0} oder R\ {0} mit a*b:=a-b ist eine Gruppe mit neutralem Element 1
und inversem Element é fiir a.

(ili)) G = Mat(m,n;R) mit A B := A+ B ist eine Gruppe mit 0™" und —A.

(iv) G = D, die Isometriegruppe eines regelmissigen Polygons in der Ebene, hat 2n
Elemente (n Drehungen und n Spiegelungen). Die Verkniipfung * ist gegeben durch
die Hintereinanderausfithrung von Symmetrietransformationen. z.B. in D4 gibt es 4
Drehungen und 4 Spiegelungen.

Lemma 2.1.1 Sei G eine Gruppe. Dann gilt

(i) Das neutrale Element e € G ist eindeutig bestimmt, d.h. ey und ez sind
neutrale Elemente = e1 = eq

(i1) Das inverse Element a' is fiir jedes a € G eindeutig bestimmt, d.h. b und ¢ sind
inverse Elemente fiir a.= b = c. Deshalb kénnen wir a~" statt a’ schreiben.

Beweis

(i) Seien e; € G und ey € G neutrale Elemente. Dann gilt

€169 = €1 (2.9)
= €162 = €9 (2.10)

also e; = es.

(ii) Seien b € G und c € G inverse Elemente fiir a € G. Dann gilt:

b= be (2.11)
= b(ac) (2.12)
= (ba)c (2.13)
~ ec (2.14)
=c (2.15)
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Zur Erinnerung: Eine Menge G zusammen mit einer bindiren Verkniipfung * : G2 — G
heisst Gruppe, falls gilt:

e *ist assoziativ, d.h. a x (b*c) = (a*b) x ¢ fiitir alle a,b,c € G.

e Es gibt ein (eindeutig definiertes) neutrales Element e mit a xe = a = e % a fiir
alle a € G.

e Zu jedem a € G gibt es ein (eindeutig besimmtes) inverses Element ¢’ € G mit
axa =e=a xa (Wir schreiben a~! statt a’).

z.B. Z mit 4+, Q\ {0} mit -, Mat(m,n; R mit +, usw.

Wichtige Beispiele: Permutationsgruppen/Symmetrische Gruppen. Seien A, B, C, D
Mengen. Dann bezeichnen wir mit Abb A, B die Menge aller Abbildungen f: A — B
von A nach B.

Sind f: A— Be€ Abb A,Bund g: B — C € Abb B,C, so heisst die Abbildung

gof:A—C,zw— g(f(x)) (2.16)
d.h. (go f)(z) :==g(f(2)) (2.17)

die Komposition von f und g.
Fiir Abbildungen f: A — B,g: B— C,h:C — D:

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) (2.18)
=h(g(f(x))  =h((go f)(x)) = (ho(gef))(x)= (hog)o[f= h(o (9 <)> f)
2.19

Also ist Abb A, A mit Komposition eine Halbgruppe. Ist Abb A, A eine Gruppe?

Die identische Abbildung
idga,x— T (2.20)
ist ein neutrales Element fiir Abb A, A. Aber fir f: A — A gibtes g: A — A mit
foglida)=go f (2.21)

genau dann wenn f bijektiv ist (Aufgabe). Also ist Abb A, A im Allgemeinen keine
Gruppe. Wir betrachen statt

S(A) :={f € Abb A, A : f bijektiv} (2.22)
die symmetrische Gruppe der Menge A.
Falls A ={1-n}, schreibt man
Sy, statt S(A) (2.23)

und nennt S;, Permutationsgruppe.
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Beispiel A ={1,2,3}. S(A) = S3 hat 6 Elemente:

[1— 1] [1—1] [1— 2]
2—2| |12—3] |12—1
3—3 [3—2| [3—3 (2.24)
L 0 1L @3) 1L (12 |
[1—2] [1—3] [1— 3]
2—3[|12—1| |2—2
3—1| [3—2] |3—1 (2.25)
| (123) | [ (132) | | (13) |
Anmerkung S, hat n! =1 x 2 x --- x n Elemente.
(123)(12) = (13) (2.26)
(12)(123) = (23) (2.27)
Also ist S3 nicht abelsch.
Lemma 2.1.2 Sei G eine Gruppe und a,b,c € G. Dann gilt:
(i) (@) =a
(ii) (ab)~t =b"ta?
(iii) ab=ac=b=c
(iv) ba =ca=b=c
Beweis
(i) Bemerken Sie, dass
awa ' =e=a"la (2.28)
Also ist a das inverse Element fiir ¢! und nach Lemma 2.1.1 folgt
(aHt=a (2.29)
(i) Ahnlicherweise:
(b ta™ N (ab) = b~ a " a)b (2.30)
=bleb (2.31)
=b'p (2.32)
und (ab)(b~'a"!) =e, so
(ab)~t =b"ta™! (2.34)
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(iii)

ab = ac = a~(ab) = a~*(ac) (2.35)

= (ata)b= (a"ta)c (2.36)

= eb=ec =b=c (2.37)

(iv) Analog. O

Es gibt eine niitzliche dquivalente Charakterisierung von Gruppen. Betrachen Sie fiir ein
Gruppoid G und a € G die Abbildungen:

To:G—=> G,z —x*xa (2.38)
a":G—=Gr—axzx (2.39)

Lemma 2.1.3 Sei G eine nichtleere Halbgruppe. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(1) G ist eine Gruppe.

(2) T4 und a” sind bijektiv.

Beweis
(1) = (2) Sei G eine Gruppe und a € G.

— 7, ist injektiv, denn fiir b,c € G

7a(b) = 7a(c) (2.40)
= ba = ca (2.41)
=b=c (2.42)
— T, ist surjektiv, denn fiir b € G
Ta(ba™) = ba"a (2.43)
= be (2.44)
=b (2.45)

a, ist sehr dhnlich.

(2) = (1) Seien 7, und a, bijektiv fiir alle a € G # (). Wir haben ein a € G. Dann

ela=a (2.46)
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fiir ein e; € G (74 ist surjektiv). Betrachen Sie nun z € G. Dann ab = z fiir ein
b e G (a7 ist surjektiv). Also folgt

erx = e1(ab) (2.47)
= (e1a)b (2.48)
=ab (2.49)
— (2.50)

Analog finden wir eg € G mit zes = aVax € G
Deshalb ist

e:=e1 = e1e = € (2.51)

ein neutrales Element. Es gibt fiir jedes a € G, b,c € G mit ab = e = ca (74,a"
surjektiv) und

b=eb (2.52)

= (ca)b (2.53)

= c(ab) (2.54)

=ce (2.55)

=c (2.56)

ist das inverse Element fiir a. O

Bemerkung Binire Verkniipfungen auf einer endlichen Menge {a; - - - ay, } kénnen durch
eine Verkniipfungstafel dargestellt werden:

* ap o a; o Gy

a

(2.57)

Qan

Nach Lemma 2.1.3 muss jede Zeile und Spalte der Tafel der Verkniipfung einer Gruppe
eine Permutation von a; - - - a, sein.

Beispiel Sei Gg eine zwei Elemente enthaltende Gruppe. Es gibt nur eine Moglichkeit
(bis auf Isomorphie).

(2.58)

S O %
S O
o 2|
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G5 ist abelsch. Auch fiir eine drei Elemente enthaltende Gruppe G3 gibt es nur eine
Moglichkeit.

(2.59)

('3 ist abelsch.

2.2 Untergruppen und Gruppenhomomorphismen

Unteralgebren und Homomorphismen spielen eine entscheidende Rolle bei der Untersu-
chung (von Klassen) von Algebren wie Gruppen, Ringe, Kérper, Vektorrdume, usw.
Eine nichtleere Teilmenge H einer Gruppe G heisst Untergruppe wenn fiir alle a, b €

H:
(1) abe H
(2) ateH

Beobachten Sie, dass

H#0=a€H (2.60)
=aled (2.61)
=e=aa '€ H (2.62)

Also ist H auch eine Gruppe.

Beispiel Betrachten Sie fiir k¥ € Z (ganze Zahlen)
kZ = {mk:m € Z} (2.63)
Dann 0 = 0k € kZ so kZ # () und fiir m,n, € Z
o mk+nk=(m+n)k € kZ
o —(mk) =—(m)k € kZ

Deshalb ist kZ mit + eine Untergruppe von Z mit +. Seien G und G’ Gruppen mit Ver-
kniipfungen * und *” und neutralen Elementen e und €’. Ein (Gruppen-)Homomorphismus
ist eine Abbildung f : G — G’ wobei fiir alle a,b € G:

flaxb) = f(a)« f(b) (2.64)

f heisst Isomorphismus und G und H heissen isomorph, falls f auch bijektiv ist.
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Beobachten Sie, dass

¢+ fle) = f(e) (2.65)
= f(exe) (2.66)
= f(e) ' f(e) (2.67)
= ¢ = f(e) (2.68)
fira € G
fla™) ' fla) = flaxa™) (2.69)
= f(e) (2.70)
=¢ (2.71)
= fla)™h = f(a) (2.72)
Beispiel f:7Z — kZ,x — kx fir k € Z.
fla+b)=k(a+0b) (2.73)
=ka+ kb= f(a)+ f(b) (2.74)
Also ist f ein Homomorphismus.
Beispiel Seien G = R mit Addition und G’ =R := {z € R: 2 > 0}. Dann ist
f:R=R z—e” (2.75)
ein Isomorphismus, denn f und fiir alle a, b, € R:
fla+b) = e = et e = f(a) - f(b) (2.76)
Sei nun f : G — G’ ein Homomorphismus.
Bild f:= f(G) :={f(x) : x € G} (2.77)
Kern f:={z €G: f(z) =€} (2.78)
Beispiel Betrachten Sie die Gruppen R? und R? mit Addition und die Abbildung
f:R3 = R% (21,29, 23) — (21 + 29, 0) (2.79)

Dann folgt:

f((a1, a2, a3) + (b1, b2, b3)) (2.80)
= f((a1 + b1, a2 + by, a3 + b3)) ( )
= (a1 + b1 + az + bs, 0) (2.82)
= (a1 + a2,0) + (by + b2,0) ( )
= f((a1,a2,a3)) + f((b1,b2,b3)) (2.84)

Deshalb ist f ein Homomorphismus.
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Bild f = {(z1 + x2,0) : 1,22 € R} = {(x,0) : x € R}

Kern f = {(z1,72,23) € R®: (21 + 22,0) = (0,0)} = {(z1 — 71,¥) : 2,y € R}

Lemma 2.2.1 Sei f : G — G’ ein Homomorphismus. Dann gilt:
(i) Kern f ist eine Untergruppe von G
(i1) Bild f ist eine Untergruppe von G’

(iii) f ist injektiv genau dann, wenn Kern f = {e}

Beweis
(i) f(e) =¢ = Kern f #0
ab € Kern f
= f(a) = f(b) = ¢ (2.85)
= flab) = f(a)f(b (2.86)
=e'e (2.87)
=¢ (2.88)
= a,be Kern f (2.89)
a~! € Kern f
= f(a)=¢ (2.90)
= fla™h) = (f(a)™! (2.91)
= ()7! (2.92)
=¢ (2.93)
=a € Kern f (2.94)
Also ist Kern f eine Untergruppe von G.
(ii) und (iii) Aufgaben. O
2.2.1 Weitere wichtige Beispiele und zyklische Gruppen
Erinnern Sie sich daran, dass fiir k € N\ {0}:
kZ .= {mk:m e Z} (2.95)

eine Untergruppe von Z ist. Idee: wir 'teilen’ Z durch £Z und erhalten eine Gruppe mit
k Elementen. Beobachten Sie, dass

Z=(0+kZ)UQ+KZ)U - U((k—1)+kZ) (2.96)

wobei fiir r =1,...,k — 1 r+ kZ := {r + mk : m € Z} die Restklassen modulo £ sind.
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Beispiel 0+ 2Z = 27 ist die Menge der geraden Zahlen und 1 4 2Z ist die Menge der
ungeraden Zahlen. Bemerken Sie auch, dass

aber+kZesa=r+m;-k (2.97)
b=r+mg-k mit (my,mg € Z) (2.98)

gilt genau dann wenn a — b durch % teilbar ist.
Wir schreiben

a=bmod k (2.99)
und sagen ’a ist kongruent b modulo k> Wir schreiben auch fiir a € Z:

a fir a + kZ (2.100)
und definieren

a+b:=a+b (2.101)

Frage: Ist diese Addition wohl definiert? Also gilt di = da,b1 = by = a1 + b1 = as + by?
Antwort: Ja.

11 = a2,01 = b2 (2.102)
= a; —ag = mlk, b1 — bg = mgk (2.103)
= (a1 + bl) — (CLQ + bg) = (m1 + mg)k‘ (2.104)
= a1 +by =as+ by (2.105)
Dann ist die Menge
Z/kZ :=0,1,2,...,k -1 (2.106)

mit dieser Addition eine Grupe die zyklische Gruppe der Ordnung k mit neutralem
Element 0 und —a = —a

Beispiel Z/47 = {0,1,2,3} hat die Verkniipfungstafel

+]/0 1 2 3
0/0 1 2 3
1(1 230 (2.107)
212 30 1
31301 2
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2.3 Ringe und Korper

Eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen

+:RxR—R (2.108)
.:RxR—R (2.109)

heisst Ring, falls

(1) R mit + ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element oder Null-Element 0
und inverses Element —a fiir a.

(2) Die Multiplikation ist assioziativ.

(3) Fiir alle a,b,c € R (Distributivgesetze):
a-(b+c)=ab+ac (2.110)
(a+0b)-c=ac+ab (2.111)

R heisst kommutativ, falls a - b = b - a fiir alle a,b € R.
Ein Element 1 € R heisst Einselement, falls

a-1=1-a=afiraleacR (2.112)

Bemerkung Sei R ein Ring. Dann gilt fiir alle a € R:

0+(0-a)=0-a (2.113)
=(040)-a) (2.114)
=(0-a)+(0-a) (2.115)

Also nach Lemma 2.1.2: 0 =0 - a. Analog ist a - 0 = 0.

Beispiele

(i) R =7Z,Q oder R mit den iiblichen 4 und - ist ein kommutativer Ring mit Einselement
1.

(ii) 2Z mit + und - ist auch ein Ring aber hat kein Einselement.

(iii) Mat(n,n;R) fir n € N\ {0} mit Matrix Addition und Multiplikation ist ein (fiir
n > 2, nicht kommutativ) Ring mit Nullelement 01 und Einselement E(™).

(iv) Z/KZ(k € N\ {0}) mit!

a+b=a+b (2.116)
a-b=a-b (2.117)

ist ein kommutativer Ring mit Nullelement 0 und Einselement 1.

'Frage: Ist - wohldefiniert? = Aufgabe

36



2.3. RINGE UND KORPER

Beispiel Z/47 = {0,1,2,3} hat Multiplikationstafel

10 1 2 3
0/0 0 0O
110 1 2 3 (2.118)
210 2 0 2
310 3 21
Bemerkung Ein Ring heisst nullteilerfrei, falls fiir alle a,b € R
a-b=0=>a=0o0derb=0 (2.119)
Z,Q und R mit 4+ und - sind nullteilerfrei, aber in Z/47
2:2=0und 2+#0 (2.120)
Lemma 2.3.1 Fir k e N\ {0}:
Z/KZ ist nullteilerfrei < k ist eine Primzahl (2.121)

Beweis

= (Kontraposition). Sei k keine Primzahl. Dann ist k = a-bmit 1 <a <k, 1 <b < k.
Dass heisst,

a-b=a-b (2.122)
oy (2.123)
—0 (2.124)
aber @ # 0 und b # 0 Also ist Z/kZ ist nicht nullteilerfrei.
< Sei k eine Primzahl und
a-b=0 (2.125)
Dann ist
a-b=mk fir ein m € Z (2.126)
Also hat entweder a oder b ein Primfaktor k, d.h. @ = 0 oder b = 0.
]

Eine nichtleere Teilmenge S eines Rings R heisst Unterring, wenn fiir alle a,b € S

(1) a+bes

) —acS } S mit + ist eine Untergruppe von R mit + (2.127)

(3)a-beS (2.128)
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Beispiel kZ ist ein Unterring von Z fiir k € N\ {0}

Seien R mit +r und - und S mit +g und -g Ringe. Ein (Ring)Homomorphismus
ist eine Abbildung f : R — S, wobei fiir alle a,b € R

fla+rd) = f(a) +s f(b) (2.129)
fla-rb) = f(a) s f(b) (2.130)
(2.131)

Beispiel zu Ringen Sei I C R. Dann ist Abb I, R die Menge aller Abbildungen von [
nach R, mit

(f +9)(@) == f(x) + g(x) (2.132)
(f - 9)(x) = f(z) - g() (2.133)

ein kommutativer Ring mit Nullelement 0 (0(z) = 0) und Einselement 1 (1(z) = 1).

Bemerkung In Q und R
e - ist assoziativ und kommutativ

e cs gibt ein Einselement 1

1 1

T a

e fiir jedes a # 0, gibt es ein multiplikatives Inverses a~ mita-a ' =a"ta=1

Also sind Q \ {0}, R\ {0} Gruppe!abelsche Gruppen und Q,R heissen Kérper.
Eine Menge K mit Verkniipfungen

+:KxK—K (2.134)
G KXK =K (2.135)

heisst Korper, falls:
(1) K mit + ist eine abelsche Gruppe.

(2) K*:= K\ {0} mit - ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element / Einselement
1 und Inverse a~! oder % fir a € K*. (Man schreibt oft ab™!)

(3) Fiir alle a,b,c € K:

alb+c¢)=(a-b)+ (a-c) (2.136)
(a+bec=(a-c)+ (b-c) (2.137)

Néamlich ist K ein kommutativer Ring mit Einselement, wobei K* := K \ {0} mit -
eine abelsche Gruppe ist.
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Einige Tatsachen iiber Korper
(1) 1#0,denn 1 € K*, 0 ¢ K*
(2) K ist nullteilerfrei.
a-b=0=a=0o0der b=0 (2.138)

denn K* ist eine Gruppe (a # 0 oder b # 0= a-b # 0)

(3) Es geniigt zu zeigen, dass —ab eine Inverse fiir ab ist. a - (—=b) = —(a - b) denn
(a-(=b)+(a-b)=a-(=b+0) (2.139)
—a-0 (2.140)
= 0 (immer in einem Ring) (2.141)

(4) (—a)-(=b) =a-bdenn

(—a)(=b) = —((—a)b) (2.142)
— —(—(ab)) (2.143)
=a-b (2.144)

(5) a-b=a-c,a#0=b=cFallsa-b=a-c,a# 0: entweder b=0=a-c=b-c=
0=c=0o0derb#0=a,b,c € K* = b= cnach Lemma 2.1.2.
Beispiele
(i) Q und R mit + und -
(i) Rx R={(a,b) : a,b € R} mit Verkniipfungen

(a,b) + (a’, V) := (a+d', b+ V) (2.145)
(a,b) - (a',V) := (ad — bV, ab’ + a'b) (2.146)

heisst Korper der komplexen Zahlen C.

C hat
e Nullelement (0,0)
e Einselement (1,0)

e Inverse Elemente

—(a,b) = (—a,—b) (2.147)
(a,b)"' = (a2 i 2 aglbe) (2.148)
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Anmerkung Ublicherweise definiert man
i:=(0,1) (mit i-i=(—1,0))

Der Korper K = {0, 1} mit Verkniipfungstafeln:

+10 1
010 1
111 0
-0 1
010 0
110 1

spielt eine Hauptrolle in Logik und Spaltentheorie.

(2.149)

(2.150)

(2.151)

Anmerkung K =7/27. Ist Z/kZ immer ein Korper? Nein, weil Z/kZ ist nullteilerfrei

gdw k ist eine Primzahl. (= Lemma 2.3.1)
Ist Z/kZ ein Korper, falls k prim ist? Ja...

ist ein Korper.

Lemma 2.3.2 Ein endlicher, nullteilerfreier, kommutativer Ring mit Einselement K

Beweis Wir brauchen, dass K* := K \ {0} eine abelsche Gruppe ist. Es geniigt nach

Lemma 2.1.3 zu zeigen, dass fiir alle a € K*:
T K> K' . 2—a-x
2 bijektiv ist.

Seien b, c € K* und

Dann gilt:
(a-b)—(a-¢c)=0
=a-(b—c)=0
= b — ¢ =0 denn a # 0 und K nullteilerfrei
=b=c

Also ist 7 injektiv und, denn K* ist endlich, auch surjektiv.

2r =1, =a", denn K* ist kommutativ.
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Korollar 2.3.3 (VL: 2.3.3) Der Ring Z/kZ ist ein Kérper gdw k eine Primzahl ist.

Beweis Nach Lemmata 2.3.1 und 2.3.2. O
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KAPITEL 3. VEKTORRAUME

Kapitel 3

Vektorraume

Lineare Algebra befasst sich mit Vektorrdumen und ihren Homomorphismen (linea-
re Abbildungen). Wir haen schon einige Beispiele “iiber R” gesehen: N#amlich R™ und
Mat(m,n;R) mit Addition und Multiplikation mit einer Zahl A € R.

Wir kénnen jedoch auch Vektorrdume iiber andere Korper wie Q,C,Z/kZ,(k prim)
usw. untersuchen.

3.1 Definitionen, Beispiele und elementare Eigenschaften

Im folgenden wird angenommen, dass K stets ein Kérper mit Verkniipfungen +x und - g,
Nullelement O und Einselement 1y ist.

Notation

e Die Elemente von K werden meist mit kleinen, griechischen Buchstaben («, 3,7, 0, A, p
etc.) bezeichnet.

e o € K hat eine additive Inverse —« und falls a # O, eine multiplikative Inverse
a~! oder é

e Wir schreiben oft

af statt a - B
a+ O statt a +x B
0,1 statt O, 1x

a — [ statt a +x (—f)
o/ statt o g f1

o e N N
S I U O
N N N N N

Eine Menge V mit zwei Verkniipfungen':

- (Addition) +y : VXV =V, (v,w) = v+y w

L(Wir schreiben oft v 4+ w statt v +x w und v - w statt v -, w)
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3.1. DEFINITIONEN, BEISPIELE UND ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN

- (skalare Multiplikation) -y : K x V = V, (A, v) = Ay v

e IV mit +y ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element oder Nullelement 0y
und Inverse oder Negative —uv fiir v € V

e Fira,fe Kund v,w eV

(a+k B)vv=(a+yv)+v (B-vv)

awv vty w)=(avo)+y(avw)

(kg B)vv=ay (B vv)
a-yvuv=0v

~ o~ o~
©O© o0 J O
— O — T

Die Elemente eines Vektorraumes werden meist mit kleinen lateinischen Buchstaben (a, b, ¢, u, v, w
etc.) bezeichnet.
Zur Erinnerung: Sei K ein Kérper? Eine Menge mit Verkniipfungen:

+: VXV SV (3.10)
VXV SV (3.11)

heisst Vektorraum iiber K oder K-Vektrorraum, falls

(1) V mit + ist eine abelsche Gruppe

(2) Fir o, € K und v,w € V:

(@+x B)-v=(a-v)+v (8-v) (3.12)
alv+w) = (a-v)+ (a-w) (3.13)
(@f)-b=a(5v) (3.14)

l-v=w (3.15)

Zum Beispiel R und Mat(m,n;R) mit Addition und Multiplikation mit einer Zahl
A € R sind Vektorrdume iiber R.

Anmerkung Der Vektorraum V' = {0} mit nur einem Element heisst Nullraum.

3.1.1 Das Standardbeispiel K"
Die Menge aller Spaltenvektoren (fiir n € N\ {0}):
Qg

Kt={| | :a1,...,ap € K} (3.16)

Qo

2Hinweis: Sie kénnen meist K als R oder C betrachten.
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mit Addition

a B1 a1 +x Bn
Stk ] = : (3.17)
Qo Bn an +K Bn
und skalare Multiplikation
o1 Aovg
A= (3.18)
Qo Aoy,

ist ein Vektorraum iiber K. z.B. C" Q",
Ahnlicherweise ist Mat(m,n; K) die Menge aller m x n Matrizen mit Eintrigen aus k,
mit Verkniipfungen:

(i) + (Big) := (auj + Bij) (3.19)
)\(Oéij) = ()\Oéij),)\ e K (3.20)

ein Vektorraum tiber K.

Lemma 3.1.1 Sei V' ein Vektorraum tiber K. Dann gilt fir alle o € K und v € V:
(i) 0-v=0
(ii) a-0=0

(iii) a-v=0=a=0 oder v=0

(iv) (—a) -v=a-(—v) = —(a-v). Insbesondere: (—1)-v=1-(—v) = —v

Beweis

(i)

0O-v=(0-v)+0 (3.21)
=0-v+((0-v)—(0-v)) (3.22)
=((0-v)4+(0-v)) —(0-v) (3.23)
=(0-0)-v—(0-v) (3.24)
=0-v—-0-v (3.25)
=0 (3.26)

(ii) Aufgabe.
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(iii) Sei av-v =0 und « # 0. Dann gilt:

v=1-v (3.27)
= (o) v denn a #0 (3.28)
=a ! (a-v) (3.29)
—a 1.0 (3.30)
= 0 nach (ii) (3.31)
(iv)
(=) 0) + (o) = (~a+a) v (3.32)
=0-v (3.33)
= 0 nach (i) (3.34)
= (—a) - v=—(a-v) (3.35)
a- (—v) = —(a-v) Aufgabe. (3.36)
U

Beispiel: Vektorrdume von Abbildungen Sei K ein Korper und M eine nichtleere
Menge. Dann ist Abb M, K mit

(¢ +x)(z) == () + x(z
(Ap)(z) := Ap(a) () € K) (3.38)

~—
&
w
J

S~—

ein Vektorraum iiber K, mit Nullelement 0 (0(z) := 0)
und Negative —¢((—¢)(z) := —¢(x)).

Anmerkung
Wir kénnen K™ mit (Abb {1,2,...,n}, K) identifizieren. Wir kénnen auch Abbildungen
mit gewissen Eigenschaften iiberlegen, z.B.

e Sei [ ein Intervall von Rla,bl, (a,b], [a,b], (a,b) mit a < b.
Dann ist C(I) := {¢ € Abb I, R : ¢ ist stetig} mit Verkniipfungen wie oben definiert
ein Vektorraum {iiber R.

o Ahnlicherweise ist die Menge Pol R aller Polynome
d(x) = ap + a1z + ... + apz” (3.39)
mit n € N und koeffizienten ay, ...c, € R ein Vektorraum iiber R. Beachten Sie, dass
Pol R C C(R) C Abb R,R (3.40)

Eigentlich sind Pol R und C(R) Unterrdume von Abb R, R.
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3.2 Unterraume

Eine nichtleere Teilmenge W eines Vektorraums V iiber K heisst Unterraum von V,
wenn fiir alle v,w € W und a € K:

(1) v+weW
(2) arveW

Beobachten Sie, dass v € W = (—1)-v = —v € W. Also ist W mit + eine Untergruppe
von V mit +. Da sich die anderen Regeln von V auf W C V iibertragen, ist W mit
denselben Verkniipfungen auch ein Vektorraum iiber K.

Anmerkung In jedem Vektorraum V sind der Nullraum {0} und V" selbst Unterrdume.

Beispiel: Teilmengen von R2.

Wy = {(Z) :a € R} (3.41)

ist ein Unterraum von R?, denn
(8) eEW=w#0 (3.42)
<Z) s <§> eW, = <Z i g) e W (3.43)
= (ij) e (3.44)

Wo = {(a,8) €R?: 20+ 3 =0}
(8) €Wy = W2 #0 (3.45)

o a9 201 + 1 =0
() (52) =m0 s @
= 2(a1+a2) + (B1+P2) =0 (3.47)
a1 + a2

(g) EWs=2a+=0 (3.49)
= 20 a+A3=0 (3.50)
= (ig) e W (3.51)
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Wy ist auch ein Unterraum von R? aber nicht W3 = {(«, 8) € R? : a > 0}

(?) e W3 (3.52)
A)-G)en
oder
W4—{<g> ER?:2a+ B =1} (3.54)
(2) e W, (3.55)

0+ ()~ ()

Beispiel: Reelle Folgen In der Analysis betrachtet nan Folgen von reellen Zahlen:

a = (apn € N),a, € R (3.57)
= qag, a1, as, ... (3.58)
Man definiert zum Beispiel
F:={a: areelle Folge} (3.59)
Fy:={a € F: aist beschrinkt} (3.60)
Fy, :={a € F : aist konvergent} (3.61)

Dann gilt: Fx C Fp C F. F mit Verkniipfungen

a+b:= (ap + by|n € N) (3.62)
a-a:= (aay|n € N)(a € R) (3.63)

ist ein Vekorraum iiber R. Fp ist ein Unterraum von F und F} ist ein Unterraum von Fj,
Betrachten Sie nun die Unterrdume von R3.

o 0
Wi={|8]|:a,eRWa={a]|:a R} (3.64)
0 B

Der Durchschschnitt oder Schnittmenge
0
WinWy={|a] :acR} (3.65)
0
ist auch ein Unterraum von R3.
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Lemma 3.2.1 Seien W1, Wy Unterrdume von einem Vektorraum V idiber K. Dann
ist der Durschnitt W1 N Woy ein Unterraum von V.

Beweis
0eW,Wo=0e W NW, (3.66)
= WiNWy#0 (3.67)

Seien v, w € W1 N W5 und o € K. Dann folge: v, w € Wi und v, w € Ws.
Denn Wy, W5 Unterrdume sind

v+weW L ,v+tweWy=v4+we WiNWsy (3.68)
a-veW,a-veWy=a-ve W NW,y (3.69)
Also ist W1 N W5 ein Unterraum von V. O

Bemerkung Die Vereinigung W; U W5 von Unterrdumen Wi, Wy von V ist im allge-
meinen kein Unterraum?®. Aber die Summe W; + Wy := {vi+wvy:v) € Wi,v9 € Wa}is ein
Unterraum von V. Sei V' ein Vektorraum iiber K. Ein v € V heisst Linearkombination
von v1, ..., Un, Wenn es aq, ..., a, € K gibt, so dass

V=1 + ...+ o, (3.70)

Beispiel In R3

(3.71)

|

[

|

[\

N O =

+
T
—
N—
—

Sei nun A eine nichtleere Teilmenge von V. Man bezeichnet mit Span A die Menge aller
Linearkombination von Elementen von A, d.h.

Span A := {aqvy + ... + apv, :n € N\ {0}, 04, ..y € K 01, ..0,0, € A} (3.72)
Wir definieren auch

Span §) = {0} (3.73)

3.2.1 Erginzung Unterrdume

Zur Erinnerung: Sei V' ein Vektorraum iiber K und A eine nichtleere Teilmenge von V.
Man bezeichnet mit Span A die Menge aller Linearkombinationen von Elementen von A,

d.h.
Span A := {a1,v1 + ... + apv, : n € N\ {0}, a1, ...,an € K,v1,...,v, € A} (3.74)

Man setzt auch: Span () := {0}. Notation: Wir schreiben nun fiir A € K,v € V: \v statt
A 0.

3Warum? Aufgabe.
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Beispiel in R3:

0
Span{(} = { (0) }
0
0 1
Span{ (0) }={a (1) ca € R}
0 0
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denn fiir alle «, 8 € R

o} 1 -1
8 :0“;5 | +5;O‘ | (3.84)
0 0 0
1 -1 3
=Span{|1],[ 1 ]),[5]} (3.85)
0 0 0
1 -1
=Span{|1]|,[ 1 |} (3.86)
0
1 —1 0
=Span{|1]|,[ 1 ],{0]}=R3 (3.87)
0 1

Lemma 3.2.2 Sei V ein Vektorraum iiber K und ) # A C V. Dann gilt:
(a) Span A ist ein Unterraum von V

(b) Falls ACW CV und W von V ein Unterraum ist, dann Span A C W. Dass
heisst, Span A ist der kleinste Unterraum von V der A enthdlt. Man nennt Span
A den von A erzeugten Unterraum von V.

Beweis
(a) Seien
Q101 + ... + apv, € Span A (3.88)
Brwy + ... + Bpwy, € Span A (3.89)
(3.90)
Dann auch
Q101 + ... + QpU, + Brwi + ... + Brwm € Span A (3.91)
(Aa)vr + ... + (Aay,)vy, € Span A)\ € K (3.92)
(3.93)

Also ist Span A ein Unterraum von V.

(b) folgt direkt aus (b). O

50




3.2. UNTERRAUME

Korollar 3.2.3 Sei V' ein Vektorraum tber K und 0 % A C V. Dann gilt
(a) Span A = A genau dann wenn A ist ein Unterraum von V

(b) Span Span A = Span A

(¢c) ACBCV = Span A C Span B

Eine Teilmenge F eines Vektorraums V iiber K heisst ein Erzeugendensystem von V|
falls

Span E =V (3.94)
Anmerkung V = Span V Also hat V' mindestens ein Erzeugendensystem.
V heisst endlich erzeugt, wenn es ein endliches Erzeugungssystem von V gibt.

Beispiele

(i) Endliche Erzeugungssysteme von R? sind

() () G- G)- GG o

(ii) Der Vektorraum Pol R der Polynome
P(z) = ap + 17 + asa® + ... + apa” (3.96)

iiber R ist nicht endlich erzeugt®.

1 0 1 1 1 1 1 1
(o) (o) (1) G2 a7
ist ein Erzeugendensystem von Mat(2,2;R) denn fiir alle a, 8,7,5 € R:
a 1 0 1 1
(5 D) =@-m(y 0)+@-2(; o) (3.98)

(v~ d) (é D +5 G D (3.99)

*fiir ¢, ..., ¢ € Pol R) gibt es immer 2™ € Pol R) mit ™ ¢ Span{¢1,...¢n}. Aber {1,z, 22 2% z*, ...}
ist ein undendliches Erzeugungsystem von Pol R

(iii)

o1



3.3. LINEARE ABHANGIGKEIT

3.3 Lineare Abhingigkeit

Betrachten Sie Mat(2,2; R

-1 0 1 -1 -3 1
’Ul:<1 2>,U2: <2 0),1}3:(0 4) (3100)

Dann gilt
vg =201 + (—1)vy (3.101)
201 + (=1)va+ (=13 =0 (3.102)
Span{vi,ve,v3} = Span{vi, v} (3.103)

Wir sagen, dass vy, v2,v3 linear abhingig sind. Aber bemerken Sie, dass

avi+Pra=0=>a=F=0 (3.104)
avi+prz3=0=>a==0 (3.105)
ava+ s =0=a=L8=0 (3.106)

v1,vg sind linear unabhéngig (auch vy, v3 und ve, v3).
Endlich viele Elemente vy, ...,v, eines Vektorraums V iier K heissen linear abhingig
(iiber K), wenn es aj, ..., o, € K gibt, die nicht alle gleich Null sind und

o1v] + -+ apv, =0 (3.107)
v1, ...V, heissen linear unabhingig, falls sie nicht linear abhéngig sind, d.h.
o+ oy, =0 a1 = =a, =0 (3.108)

fir aq,...,a, € K Eine nichtleere Teilmenge A C V heisst linear unabhéiingig, falls je
endlich viele verschiedene Elemente von A linear unabhingig sind. () heisst auch linear
unabhéngig.

Anmerkungen

e {v} (oder v) ist linear abhéingig genau dann wenn av = 0 fir ein o € K (mit a # 0)
genau dann wenn v = 0.

e v, w sind linear abhéngig genau dann wenn av+ fw = 0 mit «, § € K und entweder

a£0=v=(-Dw (3.109)
=ve Sp;;z{w} (3.110)
oder
FA0=w= (-5 (3.111)
= w € Span{v} (3.112)

52



3.3. LINEARE ABHANGIGKEIT

e w ist eine Linearkombination von vq, ..., v,

= w=001v1 + -+ aptp,a1,...,ap € K
= (—)w+ aqv; + ... + v, =0

= W1V1..., WnUy sind linear abhéingig

Beispiele
(i) in R3:
1 1 1
{Hry-1r]-10)
1 0 0
ist linear unabhéingig
1 1 1 0
all|l+B8[1]+v|0]={0
1 0 0 0
a+ B+ 0
= a+f3 =10
o 0
Aber
1 1 0
. (1], (o}
1 1
ist linear abhéngig.
1 1 0 0
M1+ +=1fo)={o
1 0 1 0

(ii) in Pol R
— {2z — 22} ist linear unabhingig
— {22 — 2% 42 — 22%} ist linear abhiingig
— {22 — 22,52 + 23} ist linear unabhiingig

— {1, x, 2%} ist linear unabhingig, denn a(1) + B(z) +v(2?) =0

— {1,z,22 23,...} ist auch linear unabhingig
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Lemma 3.3.1 (Abhdngigkeitslemma)

Sei V' ein Vektorraum tber K und vy, ...,v,,w € V. Falls vy, ..., v, linear unabhdngig
sind und vy, ..., vy, w linear abhdngig sind, dann ist w eine Linearkombination von
Vlyeeey Up.

Falls vy, ..., vy, w linear abhdngig sind, dann gilt

ai,v1,+ -+ pw =0 (3.122)

fiir einige ayq, ..., an, B € K die nicht alle gleich Null sind.
Falls B =0, dann

avy + -+ apv, =0 (3.123)

und v1, ..., v, sind linear abhdngig.
Andernfalls B # 0 und

@ Qn

w=(—=)vy + -+ (—2)v 3.124

( 5) ( 5 )un (3.124)

dass heisst w ist eine lineare Kombination von vy, ..., v, ]

Lemma 3.3.2 (Schrankenlemma)
Falls ein Vektorraum V tiber K ein FErzeugendensystem von n Elementen hat, dann
sind je n + 1 Elemente von v linear abhdngig.

Beweis Siehe zum Verstandnis zuerst Lemma 3.3.3.
Falls V' = {0} ist O linear abhéngig.
Andernfalls, seien

. V£{0)
e {v1,...,v,} ein Erzeugendensystem von V/
® Wi, ...,Wnt1 €V

Dann existieren «;; € K mit

n
wi =Y aijui(i=1,..,n+1) (3.125)
j=1

(= apnpvr + -+ + Qinvy) (3.126)
Zu zeigen: es gibt (1, ..., 11 € K die nicht alle Null sind mit

n+1

> Biwi =0 (3.127)
=1
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3.3. LINEARE ABHANGIGKEIT

Idee: Diese Gleichung entspricht einem homogenen Gleichungssystem von n Gleichungen
in n + 1 Variablen, welches nach Lemma 3.3.3 eine nicht-triviale Losung haben muss.

Beobachten Sie, dass

n+1 n+1 n
E Biw; = E Bi E QijV;
i=1 i=1 7=1

n+1l n

=Y > (Biaijvj)

i=1 j=1

n n+1
> (zﬁ)
=1

Jj=1

n n+1
Z (Z ﬁi%) v}
j=1

i=1

Also geniigt es zu finden S, ..., 8,41 die nicht alle Null sind mit

n+1

Zaijﬁi = 0(] = 1, ,n)
7=1

Namlich soll das Gleichungssystem

a11f1+ -+ ng1,1Pn+1 =0

alnﬁl + -+ an—f—l,nﬁn—s—l =0

eine nicht-triviale Losung haben, eine Konsequenz des Fundamentallemmas.

3.3.1 Erginzungen zur linearen Abhingigkeit

Zur Erinnerung: Sei V ein Vektorraum iiber K:

(3.128)

(3.129)

(3.130)

(3.131)

(3.132)

(3.133)

(3.134)
(3.135)

e £ C V heisst Erzeugendensystemm. von V, falls Span £ = V (wenn F =

{v1,...,v,} ist V endlich erzeugt).

o {v1,...,vn} CV(n>1) heisst linear unabhingig, falls fiir alle aq, ..., a,, € K:

a1+t o =0=>a01=--=a, € K

(3.136)

andernfalls linear abhéngig ({) heisst linear unabhiingig und £ C V heisst linear

unabhiingig falls je {v1,...,v,} C FE linear unabhéingig ist.)
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3.3. LINEARE ABHANGIGKEIT

Beispiel Betrachten Sie die komplexen Zahlen C als Vektorraum iiber R mit

(o1 + i) + (a2 + B2i) := (1 + a2) + (B1 + B2)i (3.137)
ar,ag, B, P2 €R (3.138)
A (a4 Bi) = Xa + \Gi(\ € R) (3.139)

{1,i} ist ein Erzeugendensystem von C, denn
a+ Bi = a(l) + (i) (3.140)
und auch linear unabhingig, denn

a(l) + B(i) =0 (3.141)
=a=p=0(,peR) (3.142)

Aber in C = C! als Vektorraum iiber dem Kérper C ist {1,4} linear abhingig®, denn
()(1)+ (0)(i) =0 (3.143)

und 1 ist ein Erzeugendensystem®.

Vorausblick Falls B C V linear unabhéngig ist und Erzeugendensystem von V ist,
nennt man B eine Basis von V.

Beispiel
1 0
{{o,{1],{0]} (3.144)
0 1

ist eine Basis von R3.
Falls V' endlich erzeugt ist, dann haben je zwei Basen von V gleich viele Elemente.
Diese Zahl nennt man die Dimension von V.

Beispiel R" hat Dimension n, Mat(m,n,R) m x n usw.
Falls V' Dimension n hat und {vy,...,v, C V}, dann

m < n = {vy,...,v, } ist kein Erzeugendensystem von Vm > n = {v1,...,v,, } ist linear abhéingig.
(3.145)

SWir brauchen eine komplexe Zahl.
SEin schwieriges Beispiel; Nomalerweise sind Vektorrdume iiber R, nicht iiber den Kérper C
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3.3. LINEARE ABHANGIGKEIT

Beispiel Betrachten Sie R3 und

1 2 1
v = -1 , U2 = 0 , V3 = -1
0 1 1

v1, V9, V1, V3, U2, v3 sind linear unabhingig.
Doch was ist mit v1,ve,v3? Dies ist linear unabhéngig gdw

1 2 1 0

ai | -1l +a|0)+a3|—-1] =10
0 1 1 0

(65} 0

= |la] =10

Qs 0

genau dann wenn

hat die Losungsmenge

0

Mit dem Gauss-Eliminationsverfahren erhalten wir:

1 21 oy 0
0 2 0 az | =10
0 0 2 o3 0

mit derselben Losungsmenge. Also ist {v1, v, v3} linear unabhéngig.

Ist nun {v1,ve,v3} auch ein Erzeugendensystem? Betrachten Sie

A
Ao | €R3
A3
Gibt es a1, a2, a3 € R mit
1 2 1 A1
ap | 1| +a 0] +as|—-1]=1X|?
0 1 1 A3
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Dass heisst, mit

1 2 1 o1 A1
02 0f[ax]=1[X]? (3.155)
0 0 2 as )\3

Mit dem Gauss-Eliminationsverfahren erhalten wir

121 At
02 0| A+X (3.156)
0 0 2|2\ —A1— X

und koénnen immer eine Losung finden, z.B. fiir Ay = 2, \s = —1,A3 = 1 erhalten wir

1.
0512042:0&3:5.

e NANETA 2
St +5 o) =5 (1) = (= (3.157)
0 1 1 1

Also ist {v1,v2,v3} ein Erzeugendensystem von R3.

Sei nun K ein beliebiger Kérper. Dann heisst
o121 +g - FE ey = 0(aq, ..., € K) (3.158)

eine homogene (lineare) Gleichung in (den Variablen) z1, ..., z,. Ein homogenes Glei-
chungssystem besteht aus m homogenen Gleichungen in z1, ..., z,, geschrieben:

o1z + -+ oppxn, =0 (3.159)
: (3.160)
Am1Ti + -+ Qmpp =0 (3.161)
oder mit Matrizen:
Az =0 (3.162)

wobei A = (a;j) € Mat(m,n; k). Beobachten Sie, dass

e die sogenannte triviale Losung

5= (g) e K (3.163)

immer eine Losung ist.
e falls  und y Losungen sind, dann sind x 4+ y und Az fiir alle A € K auch Losungen.

Also bilden alle Lésungen einen Unterraum von K"™.
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Lemma 3.3.3 (Fundamentallemma)
Jedes homogene Gleichungssystem von m Gleichungen in n Variablen besitzt im Fall
1 <'m < n eine nicht-triviale (d.h. # 0) Lésung.

Beweis

Durch Induktion nach n:

e Induktionsanfang: n = 1,m = 1. Dann hat

ary + Bre = 0(a, B € K) (3.164)

immer eine nichttriviale Losung;:

—a#0,0#£0:21=0,20=—«
—a=0:21=122=0
—5201.%'1:0,%'2:1

e Induktionsschritt

— Induktionsannahme: Die Behauptung gilt fiir n.

— Zu zeigen: Die Behauptung gilt fiir n + 1.

Wir betrachten:

a1 + -+ QipTy

am1T1 + - + QynTy
(1<m<mn)

und beobachten:

(1) Man darf a1 # 0 annehmen. Falls o;; = 0 fiir alle ¢ € {1,...,n},j €
{1,...,m} ist jedes x € K" eine Losung. Andernfalls kann man nach Um-
nummerierung der Gleichungen und Variablen annehmen, dass a7 # 0

(2) Man darf agy = -+ = yni = 0 annehmen. Man multipliziert die erste
Gleichung der Reihe nach mit a1, ..., @y und subtrahiert das Ergebnis
jeweils von dem «ll-fachender 2-ten, ..., m-ten Gleichung. Man beachte,

dass die Losungsmenge sich nicht dndert.

Wir betrachten nun die letzten m — 1 Gleichungen mit Variablen zo, ..., xy.
Denn m — 1 < n — 1, gibt es nach der Induktionsannahme eine nicht-triviale
Losung;:

Tro = )\2, Ty = >\n (3.169)
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Aber dann auch”:

a11x1 + a9 + -+ apTy, =0 (3170)
= T = 041_11(—0(12)\2 — = ozln)\n) (3.171)
und erhalten eine nicht-triviale Losung fiir das System. U

3.4 Basis und Dimension

Eine Teilmenge B eines Vektorraums V # {0} iiber K heisst eine Basis von K, falls:
(1) B ist ein Erzeugendensystem von V'
(2) B ist linear unabhéngig.

Man definiert auch ) als Basis von {0}.

Beispiele

(1) Der Standardraum K™ iiber K hat eine Basis

{e1,...,en} (3.172)
wobei
1 0 0
1 :
61 = . 762 = . PIRRRS ] en = O (3173)
0 0 1
denn
03]
=qaie1 + -+ apen (3174)
Qp

fir alle aq,...,a, € K und alle a1 + ... + ape, =0

a1 0

=1:1=1: (3.175)
Qi 0

Sa = =a,=0 (3.176)

Man nennt {ey, ..., e, } die kanonische Basis von K".

"Ein Kérper hat immer eine Inverse.
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3.4. BASIS UND DIMENSION

(2) Betrachten Sie

z1

W= T9 6R4:x1_x2+2x3:0
I3 21’1—%4:0
T4

einen Unterraum von R%. Wir setzen
A= I3, 1= T4

und erhalten

2$2—u:O:>:E2:g
x17%+2)\:0$x12572)\
Also
1
W ={ ; ApeRE  ={x | |+ g : A € R}
o 1 1

und eine Basis von W ist

— O NN
N~——
—

oder

— O = o
N~————
—

= a1 = B1,a = fB2,a3 = (3
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Lemma 3.4.1 (FEindeutigkeitslemma)
Ist B eine basis des Vektorraums V # {0} diber K, dann ldsst sich jedes Element von
V eindeutig als Linearkombination von endlich vielen Elementen aus B schreiben.

Beweis Denn V = Span B, ist jedes v € Veine Linearkombination von endlich vielen
Elementen aus B. Falls®

v=o1b; + -+ a,b, (3.188)
biy oo by € B, oty oo s B ooy B € K (3.190)

dann gilt
(1by + - + nbn) — (Biby + -+ + Bubn) = 0 (3.191)
= (a1 = B)bi+ -+ (an — Bn)by =0 (3.192)
N N (3.193)
(b1, ..., by, sind linear unabhéngig) (3.194)
= a1 = 51, vy Oy = ﬁn (3195)
O

Fragen

e Hat jeder Verktorraum V eine Basis?
e Haben je zwei Basen von V' gleich viele Elemente?

e Kann man jede linear unabhéingige Teilmenge von V zu einer Basis erweitern?

Beispiel Seien

A = (1 5) Ay = <_03 é) € Mat(2,2;R (3.196)

Dann ist {43, A2} linear unabhéngig. Man wéhlt:
As # Span{A;, As} (3.197)

z.B.

Ay = <‘f g) (3.198)

8Wir konnen annehmen, dass by, ..., b, € B in beide Linearkombinationen erscheinen, denn oi = 0 oder
Bi = 0 moglich ist.
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{A;, Ag, A3} ist linear unabhingig und man wihlt
A4 75 Span{Al, AQ, Ag} (3199)

z.B.

Ay = <; _42> (3.200)

Dann ist {4, Ag, A3, A4} linear unabhéngig und auch ein Erzeugendensystem von
Mat(2,2;R), d.h. eine Basis.

Satz 3.4.2 (Basissatz fiir endlich erzeugte Vektorrdume)
Sei V. # {0} ein endlich erzeugter Vektorraum iber K. Dann gilt:

(i) Falls {a1,...,an} CV linear unabhingig ist, dann ist entweder {ai,...,a,} eine
Basis von V', oder es gibt {ay41,...,an} CV, sodass {ay,...,ar,Qry1,...,an} eine
Basis von V ist.

(i) V hat eine endliche Basis.

(iii) Je zwei Basen von V' haben gleich viele Elemente.

Beweis

(i) V hat ein Erzeugendensystem mit m Elementen. Wir beweisen (i) durch Induktion
nach m —r (m > r nach Lemma 3.3.2).

— Induktionsanfang: m —r =0, d.h. m = r. Sei v € V entweder v € {a1,...,a,}
Lemma 3.3.2 ist {ay,...,a,, v} linear abhéngig. Also ist v nach Lemma 3.3.1
eine Linearkombination von ay, ..., a,. Deshalb ist {a1, ..., a,} eine Basis von V.

— Induktionsschritt

* Induktionsannahme: Die Behauptung (i) gilt fiir m —r — 1

x Zu zeigen: die Behauptung (i) filt fiir m —r. ist {aq, ..., a,} ein Erzeugen-
densystem, dann ist {ay, ..., a,} eine Basis. Andernfalls gibt es

Ar41 eV
Span{ay,...,a,}

(3.201)

wobei {ay, ..., @, a,41} linear unabhiingig ist (Aufgabe)?. Nach der Indukti-
onsannahme gibt es {a, 12, ...,a,} C V,sodass {ai,...,ar,ar41,0r42,...,an}
eine Basis von V ist.

(ii) folgt direkt aus (i) (0 ist linear unabhéngig).

9Erweitern wir um ein Element, das nicht im Span ist, wird die Kombination der Elemente linear
unabhéngig
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(iii) Nach (ii) hat V eine endliche Basis B = by, ..., b,,. Sei C' eine beliebige Basis von V.
{b1, by} ist ein Erzeugendensystem von V', und deshalb sind je n+ 1 Elemente von V'
nach Lemma 3.3.2 linear abhéngig. Denn C' linear unabhéngig ist, hat C' hochstens
n Elemente. Vertauscht man hier B und C, so so folgt die Behauptung.

O
Sei nun V' ein beliebiger Vektorraum iiber K.
e falls V eine Basis {b1, ..., b, } hat, definiert man (nach Satz 3.4.2)
dim V :=n (3.202)

wobei by, ..., b, verschiedene Elemente sind.
Insbesondere gilt dim {0}) = 0. V' hat Dimension n und heisst endlich-dimensional.

e Falls V keine endliche Basis hat, definiert man
dim V := o0 (3.203)
Beispiel

e dim K" =n

e dim Mat(m,n; K) =m xn

e dim C = 2'°, eine Basis fiir C ist {1,4}

e dim Pol R = oo (1,7, 22, ... sind linear unabhingig)
Satz 3.4.3 (Dimensionssatz) Fiir einen Vektorraum V dber K tritt stets einer der
folgenden (sich gegenseitig ausschliessenden) Fille ein:

(1) dimV =0 und V = {0}

(2) V hat eine endliche Dimension n > 0 und es gilt

— V hat n linear unabhingige Elemente.

— Jen+1 Elemente aus V' sind linear abhdngig.

(8) V hat Dimension oo und fiir jedes n € N gibt es n linear unabhingige Elemente.

Beweis Falls V' eine Basis {b1,...,b,} hat, dann entweder V' = {0} und dim V =0 ,
oder V # {0}, dim V =1, {b1,...,b,} ist linear unabhéngig und nach Lemma 3.3.2 sind
je n+ 1 Elemente von V linear abhéngig.

Andernfalls dim V' = oo und durch Induktion nach n gibt es fiir jedes n € N n linear
unabhéngige Elemente (sind vy, ..., v, linear unabhéngig, dann sind vy, ..., v,, w linear un-
abhéngig fiir jedes w € V' \ Span{vi, ...,v,})

O

0Genauer: C iiber R
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Beispiel Vektorrdume von Abbildungen
Betrachten Sie fiir eine nichtleere Menge M den Vektorraum Abb M, K iiber K mit
Verkniipfungen!!

(¢ +x)(z) == ¢(z) + x(x) (3.204)
(M) (@) = A - d(z)(\ € K) (3.205)

Fiir jedes a € M definieren wir é, € Abb M, K durch

% = {(1) iﬂﬁe:zlf:llz (3:206)
Wenn fiir verschiedene Elemente aq, ...,a, € M und aq,...,a, € K:
010q, + -+ by, =0 (3.207)
dann gilt fiir jedes i € {1,...,n}
(10ay + - - - + andq, ) (a;) = 0(a;) (3.208)
S0 =0 (3.209)
Also ist B := {0, : a € M} linear unabhéngig.
Falls M = {ay,...,an}, gilt fiir jedes ¢ € Abb M, K
¢ = ¢(a1)da, + -+ + d(an)da, (3.210)
Deshalb ist B in diesem Fall eine Basis von Abb M, K.
Falls M unendlich ist, ist B auch unendlich und
dim Abb M, K = o0 (3.211)
In diesem Fall ist B keine Basis von Abb M, K.
Beispiel
¢(x) =1 fir alle zx € M (3.212)

B ist statt eine Basis von dem Unterraum
Abb[M, K] :={¢ € Abb M, K : ¢(x) = 0 bis auf endlich viele x € M} (3.213)

(Aufgabe)

"Der Vektorraum aller Abbildungen von M nach K
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Lemma 3.4.4 Sei V # {0} endlich erzeugter Vektorraum iber K und W # {0} ein
Unterraum von V. Dann gilt:

(i) W ist endlich erzeugt und dim W < dim V

(ii) Aus dim W = dim V folgt W =V

Beweis

(i) Sei dim V = n. Dann sind je n + 1 Elemente aus W C V linear abhéingig (Lemma
3.3.2). Also ist W nach Satz 3.4.3 endlich erzeugt und dim W <n = dim V

(ii) Sei dim v = dim W = n. Fiir eine Basis {w1, ..., w,} von W und v € V gilt entweder

1. v € {ws,...,w,} oder

2. {wi, ..., wy,v} ist linear abhingig.

Also ist v nach Lemma 3.3.1 eine Linearkombination von wy, ..., wy,. Daraus folgt

V = Span{wy, ..., w,} =W (3.214)
O
Beispiel Betrachten Sie
-5 3 1

W=_8pan{| 2 |,|-1|,[ 7 |} CR? (3.215)

0 0 -2
dim W =3 (3.216)
=W=R3 (3.217)

Beispiel: R iiber Q
Betrachten Sie die reellen Zahlen R als Vektorraum iiber Q:

e {1,4/2} ist linear unabhiingig, denn /2 ist irrational (a(1) # v/2 fiir alle o € Q.
e {1,4/2,1/3} ist auch linear unabhingig (Aufgabe).

e Sei P die Menge aller Primzahlen. Dann ist

{Vp:peP} (3.218)

linear unabhéngig und deshalb hat R iiber Q Dimension co. Der Beweis ist jedoch
nicht leicht. Betrachten Sie stattdessen

log(P) := {log(p) : p € P} (3.219)
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Falls fiir p1,...,pn € Pund aq,...,a, € Q
arlog(p1) + - -+ + anlog(pn) =0 (3.220)

dann gibt es ein f € N'\ {0} mit

Bailog(pr) + - -+ + Panlog(pn) =0 (3.221)
Ba, ..., Bay, € Z (3.222)
Daraus folgt
eBailog(pi)+---+PBanlog(pn) — 0 (3.223)
Dass heisst
P =1 (3.224)

und nach dem Fundamentalsatz der Arithmetik:

Jedes n € N ldsst sich als Produkt von endlich vielen Primzahlen darstel-
len. Ordnet man diese Primzahlen der Griosse nach so ist diese Darstellung
eindeutig.

Bag =+ =Pa, =0 (3.225)
Sa ==, =0 (3.226)

Sei nun W eine beliebige nichtleere Teilmenge eines Vektorraums V iiber K. Man definiert
den Rang von W durch

Rang W := dim Span W (3.227)

Beispiel
W={z? 1,2 +2,2e* + 2,25 -1} C Pol R (3.228)
Rang W = d dim Span W =3 (3.229)

({z? — 1,2 + 2,2° — 1} ist eine Basis von W, 222 + z = 2(2? — 1) + (z + 2))
Beachten Sie, dass

Rang W =0 < W = {0} (3.230)
W CW'CV = Rang W < Rang W’ (3.231)
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Satz 3.4.5 Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum tiber K Fiir eine nichtleere
teilmenge W von V' sind dquivalent:

(1) r = Rang W

(2) W enthdlt r linear unabhingige Elemente, und je r + 1 Elemente von W sind
linear abhdingig. In diesem Fall ist jede linear unabhdngige Teilmenge von W
mit r Elementen eine Basis von Span W.

Beweis

e (1) = (2). nach Lemma 3.4.4 ist Span W endlich erzeugt und wir konnen linear
unabhéngige Elemente aq,...,as € W betrachten, wobei jede Teilmenge von W mit
s+ 1 Elementen linear abhingig ist. Dann folgt

W C Span{ay, ..., as} (3.232)

nach Lemma 3.3.1 und deshalb

Span W = Span{ay, ...,as} = (3.233)

r = dim Span W (3.234)

= dim Span{ay, ..., as} (3.235)

— (3.236)

e (2) = (1) folgt direkt aus Lemma 3.3.1. O

Lemma 3.4.6 Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber K. Dann fir W C
V undbeV gilt

be Span W < Rang W = Rang W U {b} (3.237)

Beweis Aufgabe. d
Ein System von m Gleichungen in den Variablen x1, ..., z,, mit Koeffizienten «;;, 5; aus
K(i=1,..,m,j=1,...,n), geschrieben

ap T+ + e, = B (3.238)
: (3.239)
Qm1Z1+ -+ pnTn = B (3.240)
oder
ria1 + -+ xpan =b (3.241)
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mit
Qi B1
a; = : eK™b:=] | e K™
Amj Bm

heisst inhomogenes (lineares) Gleichungssystem.

Beachten Sie, dass
riay + -+ xha, =b
hat eine Losung x
e genau dann wenn b € Span{ay, ..., a,}
e genau dann wenn Rang{ay,...,a,} = {a, ..., an, b} nach Lemma 3.4.6.
Auch fiir a4, ...,a, € K™.
ria1 + -+ Thap =b
hat eine Losung fiir jedes b € K™
e genau dann wenn K" = Span{ay,...,a,}
e genau dann wenn Rang{ay,...,a,} = m.

Zuletzt sei

Tn
eine beliebige Losung von
r1a1 + -+ xTpan, =b
mit ap,...,an,b € K™. Dann ist
01
d=1:|eK"
On
eine Losung
e genau dann wenn 61aq1 + -+ dpa, = b

e genau dann wenn d1a1 + - - + dpap = Y101 + - + Ynln

e genau dann wenn (6 —y1)a; + -+ + (0 — Yn)an =0

(3.242)

(3.243)

(3.244)

(3.245)

(3.246)

(3.247)

e genau dann wenn d—c ist eine Losung des homogenen Systems zia1+- - -+x,a, =0

e genau dann wenn d = ¢ + e fiir eine Losung von xia1 + -+ - + xqa, =0
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Beispiel Betrachten Sie das System {iiber R:

X1 —XT2 +ry =-1
—X —2$2 I3 —X4 =
—2x9 —3x3 H4x4 = -2
1 -1 0 1 |-1
-1 2 1 -1 2
0O -2 -3 1 |-2
Eine Lésung ist
0
1
0
0
1 -1 0 1 |-1 1 -1 0
-1 2 1 —=-1]2]—=10 1
0o -2 -3 1 |-2 0 -1
hat Lésungsmenge:
-2
-1
{A 1 A €eER}
1
Also hat das urspriingliche System die Losungsmenge
0 -2
1 -1
{ 0 +A] :AeR}
0 1
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KAPITEL 4. HOMOMORPHISMEN VON VEKTORRAUMEN

Kapitel 4

Homomorphismen von
Vektorriaumen

4.1 Definition, Beispiele und elementare Eigenschaften

Seien V und W Vektorrdume iiber demselben Korper K. Eine Abbildung

f:vV-w
heisse ein Homomorphismus von V nach W' falls:

(1) fz+oy) = f(@) 4o fy) fir 2,y €V
(2) flawz)=a-w f(z)firzeV,ae K

Durch Induktion nach n folgt:

flonzy + - anzpn) = o f(x1) + - + an f(zp) fiir a1, ...,0n € K 21, .50, €V

Denn f ist ein Gruppenhomomorphismus:

f(ov) = Ow
f(=x)=—f(z) firx eV

Beachten Sie auch, dass
f:V-w
ein Homomorphismus ist gdw fiir o, 5 € K, z,y € V:

flax + By)af(x) +Bf(y)

Loder lineare Abbildung/Operator/Transformation
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4.1. DEFINITION, BEISPIELE UND ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN

Beispiele
(i) Seien V,W Vektorrdume iiber K. Dann ist die Nullabbildung
0y :V = W,u—0 (4.7)
und die identische Abbildung
Id,: V> Voo (4.8)
Homomorphismen, denn
0¥(a + fy) = 0 (4.9)
= a0+ B0 (4.10)
— a0(z) + A0%(y) (4.11)
und
Id,(ax + By) = azfy (4.12)
= a Idy(z) + S 1dy(y) (4.13)
(i)
f:R3— R? (4.14)

x
(y) — <x + y) (4.15)
y—z
z
ist ein Homomorphismus, denn

I i)
fla (yl) + 8 (yz)) (4.16)
Z1 Z9

ari + Bxo
= f(| ay1 +By2 |) (4.17)
az1 + Bz
(o + Bre + ayr + Py2
B (a?h + By2 — azy — 52’2> (4.18)
. 1+ Y1 T2 + Y2
ol ()
I T
= af( (?Jl) )+ Bf( (yl) ) (4.20)
Z1 Z1

Beobachten Sie, dass

Z) (4.21)
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(iii) Differntiation
f: PolR— Pol R (4.22)
o(x) = ¢ (x) (4.23)
d.h.
flag + a1z + a4+ anz") = alphay + 2c0x + -+ - + nagz" ! (4.24)

ist ein Homomorphismus, denn

(g + Bx) = ¢’ + BX (4.25)

(siehe dazu Analysis I).

Man nennt einen Homomorphismus f : V' — W einen:
e Isomorphismus, wenn f bijektiv ist
¢ Endomorphismus, wenn V =W
e Automorphismus, wenn V = W und f bijektiv ist.

V und W heissen isomorph, geschrieben V' ~ W falls es einen Isomorphismus f: V — W
gibt. Man merkt auch (Aufgabe):

e Sind U, V,W Vektorrdume iiber K und sind f: U — V,g : V. — W Homomorphis-
men, So ist

gof:V->w (4.26)
z = g(f(z)) (4.27)

ein Homomorphismus.

e Falls f: V — W ein Isomorphismus ist, so ist die Umekehrabbildung f~' : W — V
ein Isomorphismus.

Daraus folgt, dass fiir einen Vektorraum V'
GL(V) :){f € Abb(V,V): f ist ein Automorphismus} (4.28)
eine Gruppe ist.

Betrachten Sie R? mit einer Basis
1 0
(s)- () (129
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und 23 — 2,22 + z € Pol R.

Dann ist
f:R* = Pol R (4.30)
(g) — a(z® — 2) + B(2? + 2) (4.31)
ein Homomorphismus mit
£ (é)) =1’ -2 (4.32)
f( (?)) =2’ +u (4.33)

Lemma 4.1.1 Seien V,W Vektorrdume iber K.

(i) Falls f:V — W,g:V — W Homomorphismen sind und {b1,...,b,} ein Erzeu-
gendensystem ist, dann gilt

f=g< f(b;)=g(b) firi=1..n (4.34)

(i) Falls {b1,...,bp} eine Basis von V ist und {wi,...,w,} C W, dann gibt es einen
Homomorphismus

f:V-W (4.35)

mit f(b;) = w; firi=1..n (4.36)

Beweis

(i) (=) Trivial.
(<) Seiv € V.Denn {by, ..., b, } ist ein Erzeugendensystem von V, existieren ay, ..., a,, €
K mit v = a1b1 + - - - + anb,. Dann folgt:

f) = floabr + -+ + anby) (4.37)
=a1f(b1) + -+ anf(by) (f ist ein Homomorphismus) (4.38)
=oq9(b1) + - + ang(by) (Annahme) (4.39)
= g(a1b1 + - - - + anby) = g(v)(g ist ein Homomorphismus) (4.40)
(ii) Man definiert
f:V — W durch (4.41)
f(@) = aqwy + -+ + apwy (4.42)
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4.2. KERN UND BILD

wobei
r=aby+- -+ ayb,
Nach Lemma 3.4.1 ist f wohl definiert und auch

M)+ pf(y) = Magws -+ + anwy) + p(Bwr + - -+ + Bown)
= (Aal + Mﬂl)wl +-- 4+ ()\an + Mﬁn)wn

wobei
r=oaby+- -+ ayb,
= B1b1 + -+ Bnby
Dann folgt:
Az 4 px = (Aay 4 pfB1)by + - - - 4+ (Ao + pfn)by
und

fOAz + py) = (Aoa + pbr)wr + -+ + (Aan + pfp)wr

4.2 Kern und Bild

Fiir Vektorrdume V, W und einen Homomorphismus f : V — W definiert man:

Kern f:={z eV : f(z) =0}
Bild f:= f(V):= {f(z):x € V}

Beispiel Betrachten Sie den Homomorphismus

T
f:R3—>]R2, (y) —> <a:—|—y>
z y—z

x
Kernf{(y) ER:x+y=0,y—2=0}

z

{(z) :z € R}

—1
= Span{ ( 1 ) } (ein Unterraum von R?)
1
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4.2. KERN UND BILD

Bild f = {(5 i ‘2) 2,9,z € R} (4.57)
N 1 0\ B 1\ (1) [0, .o
“ o) e (1) = () remeemy = semi(g) (1) (1) -2
(4.58)
Beachten Sie, dass
dim Kern f + dim Bild f = dim V (4.59)
1+2=3 (4.60)

Lemma 4.2.1 Seien V,W Vektorrdume tber K und f :V — W ein Homomorphis-
mus. Dann gilt:

(i) Kern f ist ein Unterraum von V.
(i) Bild f ist ein Unterraum von W.
(iii) f ist injektiv gdw Kern f = {0}
(iv) f( Span E) = Span f(E) fir ECV

(v) Ist E Erzeugendensystem von V', so ist f(E) ein Erzeugendensystem von Bild
f.

(vi) Sind ay,...,ay linear abhingig, dann sind f(ai), ..., f(an) linear abhingig.

(vit) Sind f(a1),..., f(ayn) linear unabhdingig, dann sind ay, ..., a, linear unabhdingig.

(viii) Ist V endl. erzeugt, so ist auch Bild f endl. erzeugt und dim Bild f C dim V.

Betachten Sie nun die Vektorrdume
e R* mit einer Basis {by, b2, b3, by}

e Mat(2,2;R) mit einer Basis {A1, A, A3, Ag}

Dann ist
f:R*— Mat(2,2;R) (4.61)
definiert durch
f(aaby + agba + asbs + a4by) (4.62)
= a1 A1 + aAg + agAg + g Ay (4.63)
ein Isomorphismus, d.h.
R* ~ Mat(2,2;R) (4.64)

76



4.2. KERN UND BILD

Satz 4.2.2 Sind V,W endlich-dimensionale Vektorrdume iber K, dann gilt

dimV = dimW &V ~W (4.65)

Beweis

(<) Sei f : V. — W ein Isomorphismus. Wenn V,W endlich erzeugt sind, gilt nach
Lemma 4.2.1 (viii)

dim W = dim Bild f < dim V (4.66)
Aber f~list auch ein Isomorphismus und deshalb

dim V < dim W (4.67)

(=) Seien

— {b1,...,b,} eine Basis von V'

— {b1,...,wy} eine Basis von W
Nach Lemma 4.1.1 (ii) gibt es einen Homomorphismus

f:V =W mit f(b;) =w;,i=1.n (4.68)

Nach Lemma 4.2.1 (iv):

f(V) = f(Span{by, ..., bn}) (4.70)

= Span{f(bi), ..., f(bn)} (4.71)

= Span{wj, ..., wy } (4.72)

W ist surjektiv (4.73)

Auch

flaiby +---anb,) =0 (4.74)

gdw aif(b1) + -+ anf(by) =0 (4.75)

gdw ajwi + - + apwy, =0 (4.76)

gdw a; = =a, =0 (4.77)

d.h. Kern f = {0} und nach Lemma 4.2.1 (iii) ist f injektiv. Also ist f ein Isomor-
phismus. O

Beispiel (zu Satz 4.2.2)

Mat(m,n;R) ~ R™™ (4.78)
C ~ R? iiber R (4.79)
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Korollar 4.2.3

(i) Ist V ein Vektorraum iber K mit Dimension n € N, dann V ~ K"
(ii) ist f: V. — W ein injektiver Homomorphismus, dann gilt

dim Bild f = dim V (denn Bild f ~ V). (4.80)

(iii) Ist V ein Vektorraum endlicher Dimension und W ist ein Unterraum von V' mit
VW, dann ist V.=W (nach Lemma 3.4.4 (ii)).

Lemma 4.2.4 Sei f : V — W ein injektiver Homomorphismus. Dann gilt

T1, -y Ty SP0d linear unabhingig (4.81)

& f(z1), ..., f(xn) sind linear unabhdngig (4.82)

Beweis
(<) Nach Lemma 4.2.1 (vii)

(=) Sei z1, ..., 2z, lin. unabhingig. Dann gilt

alf($1) + +Oénf(l'n) =0
= f(a1z1 + -+ + apzy) = 0 (da f ein Hom. ist)

= a1z + - + apx, =0 (da f injektiv ist) 4.85
= aj = -+ ap = 0 (Annahme) 4.86
O

Erinnern Sie sich daran, dass fiir einen Hom. f: V — W gilt:
Kern f:={z eV : f(z) =0} (4.87)
Bild f(V):={f(z):x €V} (4.88)

Beispiel Betrachten Sie den Homomorphismus

f:Mat(2,2;R) — Pol R <3 §> = (a4 B)x + (v +0)a3 (4.89)
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Dann ist
Kern f = C;§>6AMﬂzzRya+ﬁzom+5zo} (4.90)
() canem o)
={a <(1) 01> +7 <(1) _01> ta,y € R} (4.92)
zzspan{<é :f) ,(2 _fﬁ)} (4.93)
und
Bild f = {(a+B)z+ (v+ 082> : o, B,7,0 € R} (4.94)
= Span{z, 2%} (4.95)
Beachten Sie, dass
dim Kern f + dim Bild f = dim Mat(2,2;R) (4.96)

24+2=4 (4.97)

Satz 4.2.5
Ist f:V — W ein Homomorphismus der Vektorrdume, dann gilt:

dim Kern f + dim Bild f = dim V (4.98)

Beweis

e Falls dim Kern f = oo, dann ist dim V' = oo (denn Kern f ist ein Unterraum von
V) und die Gleichung gilt.

e Falls dim Bild f = oo, dann ist nach Lemma 4.2.1 (viii) V' nicht endlich erzeugt und
dim V = oo, d.h. die Gleichung gilt.

Ist Kern f = {0}, so folgt die Behauptung aus Korollar 4.2.3 (ii), denn f ist injektiv.
Ahnlicherweise ist Bild f = {0}, dann folgt f = 0 und Kern f = V.

Also darf man annehmen, dass Kern f # {0} und Bild f # {0} endlich dimensional
sind.
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Sei nun

e dim Kern f=n

e {ai,...,an} eine Basis von Kern f

e dim Bild f=m

e {f(b1),..., f(by)} eine Basis von Bild f

Beachten Sie, dass

{a1,..;an} N{b1,....0;m} = 0
denn f(a;) =0firi=1---n

Es geniigt zu zeigen, dass
{a1,...,an, b1, ..., 0m}
eine Basis von V ist.
=Ist dies ein Erzeugendensystem?
Sei v € V. Dann ist
f(v) € Bild f
und es gibt S5, ..., Bm € K mit

f(U) = Blf(bl) + o+ /Bmf(bm)
Also

0= f(v) = B1f(br) — ... = B f(bm)

0= f(v — Blbl — . — /mem)
d.h.

=v—P1by — ... — Bbm € Kern f

und es gibt aq, ..., a, € K mit

v—P1b1 — ... — Bbm = ara1 + ... + apan,
v=a1a1 + ... + Qpay, + G101 + ...Bmbm
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Lineare Abhingigkeit?

a1a1 + ...apapn + P01 + ... Bmbm =0 (4.109)

= f(ara1 + ...anan + B1b1 + ... + Bnbm = 0) = £(0) (4.110)

= aif(ar) + ... + anf(an) + Brf(b1) + ... + B f(bm) =0 (4.111)

= ﬁlf(bl) 4+ ...+ Bmf(bm) =0 (4.112)

= aia1 + ... +apa, =0 (4.114)

a1 =..=a,=0 (4.115)

O

Zu Satz 4.2.5: Man defniniert auch

Rang f := dim Bild f (4.116)

(Also: dim Kern f + Rang f = dim V).

Erinnern Sie sich daran, dass fiir eine endliche Menge A und eine Abbildung ¢ : A — A

¢ ist injektiv < ¢ ist surjektiv
Wir haben etwas dhnliches fiir Homomorphismen.

Satz 4.2.6 (Aquivalenzsatz)

(4.117)

Seien V., W endlich-dimensionale Vektorrdume tber K mit dim W = dim V und

f:V = W ein Homomorphismus. Dann gilt:

f ist injektiv < f ist surjektiv

Beweis

(=) Sei f injektiv. Nach Korollar 4.2.3 (ii) gilt

dim Bild f = dim V

= dim W
und nach Satz 4.2.2:
Bild f~W
Bild f ist ein Unterraum von W. Also
Bild f=W

nach Korollar 4.2.3 (iii), d.h. f ist surjektiv.
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(<) Sei f surjektiv, d.h.

Bild f = W (4.123)
Dann gilt nach Satz 4.2.5:
dim Kern f = dim V — dim Bild f (4.124)
~0 (4.125)
d.h. Kern f = {0}.
Deshalb nach Lemma 4.2.1 (iii) ist f injektiv. O

Betrachten Sie nun ein homogenes lineares Gleichungssystem von m Gleichungen in den
Variablen x1, ..., x,, gschrieben

: (4.127)
oder als Gleichung
z1a1 + -+ Tpay =0 (4.129)
wobei
ay;
ap=| eKfiri=1.n (4.130)
Ay

Wir kénnen eine Abbildung definieren:

FrK" 5 K™ (4.131)

X1
= x1a1 + -+ Tpan (4132)

Tn

Beachten Sie, dass

fOz + py) (4.133)
= (Ax1 + py1)ar + ... + Az, + pyn)an (4.134)
= MNz1a1 + ... + zpay) + p(yra1 + ... + ynay) (4.135)
=M (2) + pf(y) (4.136)

Also ist f ein Homomorphismus und
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e Kern f ist der Losungsraum des Systems, ein Unterraum von K™, nach Lemma 3.3.3
m <n= Kern f # {0} (4.137)
e Bild f = Span{ay, ..., a,}. Daraus folgt
dim Kern f =n — dim Span{ay,...,a,} (4.138)
=n — Rang{ay,...,an} (4.139)
und nach Satz 3.4.5
e Rang{a,...,an}

= maz{k € N: es gibt k linear unabhéngige Elemente unter den ay, ..., a,}
(4.140)

Manchmal kénnen wir die Lésungsmenge Kern f durch diese Gleichungen charakterisieren.

Beispiel Betrachten Sie das System iiber R:

—x1 F2ry +x3 =0
—r1 —w2 —x3 +xg4 =0
211 +xr3 —x4 =0 (4.141)
) +x3 =0
oder z1a1 + x2a2 + x3a3 + 404 = 0 (4.142)
—1 2 1 0
. -1 —1 —1 1
mit a1 = 5 |02 R T R (4.143)
0 1 1 0

Dann folgt

e {a1,a2,a4} ist linear unabhéingig

e {ay,a2,as,aq} ist linear abhéingig, denn az = a1 + as + a4

Also
Rang{ai, a2, as,as} =3 (4.144)
und der Loésungsraum hat Dimension 4 — 3 = 1. Wenn
1
1
1 (4.145)
1
eine Losung ist, ist der Losungsraum
1
1
Span{ 1 } (4.146)
1

83



4.3. DUALRAUME, DIREKTE SUMMEN UND KOMPLEMENTE

4.3 Dualrdume, Direkte Summen und Komplemente

Sei V ein Vektorraum iiber Kérper K und erinnern Sie sich daran, dass K (= K!) auch
ein Vektorraum ist.

Ein Homomorphismus
FiV oK (4.147)
heisst Linearform (oder ein lineares Funktional).

Beispiele

(i) Die Standardridume
Fiir jedes i € {1...n} ist

T1
fit K" = K, [+ | = (4.148)
Tn
eine Linearform.
Tatséchlich ist fiir alle aq, ..., € K
x1
K"K, | ¢ | >z +... 4+ agzy, (4.149)
In,

d.h. f =a1f1 + ... + an fn eine Linearform.

(ii) Polynome
Sei Pol,R der Vektorraum aller reeller Polynome vom Grad < n, d.h.

Pol,R = {ag + a1z + ... + apz™ : ag..., a0, € R} (4.150)
Dann ist fiir jedes 5 € R

eg : Pol,R — R (4.151)
¢ — ¢(B) (4.152)

eine Linearform, denn
eg(Ag + pux) = (A¢ + 1x)(B)
¢, x € Pol, R\, ueR

(

(
= Ap(B) + ux(B) (4.155
= Aeg(®) + nes(x) (
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(iii) Reelle Folgen
Erinnerung: F} ist die Menge aller konvergenten Folgen a = (a,|n € N).
Die Abbildung

lim: Fy — R (4.157)
a— lima:= lim a, (4.158)
n—oo
ist eine Linearform, denn
nh_}ngo (Aan, + pby) = )\nli_{Iolo an + Mﬂh_}ngo by, (4.159)

(Analysis I)

Die Menge aller Linearformen eines Vektorraums V' iiber K bezeichnet man mit V*.
Beobachten Sie, dass

V* C Abb(V, K) (4.160)

und fiir alle f,g € V*

(f + g9)(az + By) = f(az + By) + g(az + By) (4.161)
a, e K,x,y eV (4.162)
=af(z)+Bf(y) +ag(x) + By(y)  (f, g Hom.) (4.163)
=a(f+g)()+B(f +9)(y) (4.164)
d.h.

f+geV® (4.165)

Ahnlicherweise
Af € V¥ fur alle A € K (4.166)

Also ist V* ein Unterraum von Abb(V, K), der so genannte Dual-Raum zu V.

Frage: Wie beschreibt man V*?

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K und {b1, ..., b,} eine Basis mit n Ele-
menten.

Nach Lemma 4.1.1(ii) gibt es fiir jedes ¢ € {1, ...,n} genau eine Linearform.

fiiVo K (4.167)
. N 1=
mit fi(bj) = dij := {0 andernfalls (4.168)
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Satz 4.3.1
{fi,--s fn} (wie oben definiert) ist eine Basis von V* und

dim V* = dim'V (4.169)
Beweis Sei f € V*. Fiir jedes
v=o1by +...+ab, €V (4170)
a, .., op € K (4.171)
gilt
f() = flaaby + ... + anby) (4.172)
= Oqf(bl) —+ ...+ Oénf(bn) (4.173)
= ayf(b1) fi(b1) + ... + anf(bn) fu(bn) (4.174)
= (f(bl)fl + ...+ f(bn)fn)(albl +..+ anbn) (4'175)
Also

f=Ffb)fi+ ..+ fon)fn (4.176)

und {fi,..., fn} ist ein Erzeugendensystem von V*.

Auch
Oélfl + Oénfn =0 (4177)
= (Oélfl + ...+ Odnfn)(bz) = O(bl) (4.178)
i=1l.n (4.179)
ai=0,i=1.n (4.180)
Deshalb sind fi, ..., f, linear unabhéngig und { fi, ..., f,} ist eine Basis von V*. O
Sei nun V' ein Vektorraum iiber K mit Unterrdumen Wy, ..., W,.
Dann heisst
Wi+ ..+ We={w + ... +w, :wy € Wy, ...,w, € W,.} (4.181)

die Summe von W1y, ..., W,.
Beachten Sie, dass

o Wi+ ...+ W, ist ein Unterraum von V

e Wi+ ...+ W, =Span{W; U...UW,}
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o dim (Wi + ...+ W,):

dim (Wi + ... + W) < dim Wy + ... + dim W, (4.182)
(By, ..., B, Basen von Wy, ..., W,) (4.183)
= B1 U...U B, ist ein Erzeugendensystem von W7 + ...W, (4.184)

Beispiel In R?

1 -1
Wy =Span{|O0],| 1 |} (4.185)
1
1 -1
Wy=Span{|[1],] 0 |} (4.186)
0 1
1 -1 1 -1
Wi+ Wy=Span{|O]|,{ 1 |,[1],] 0 |} (4.187)
1 1
dim R?® < dim Wy + dim W, (4.189)
3<2+42 (4.190)
Anmerkung W; N W, # {0}
Falls auch fiir
wi € Wq,...,w, € W, (4.191)
w+..w,=0=>w=...=w,=0 (4.192)
dann heisst Wi + .. + W,. die direkte Summe von wy, ..., w,, geschrieben
Wi @ ...e W, (4.193)

Beispiel Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K und {by, ..., b, } eine Basis
von V mit n Elementen.
Dann gilt

V=Kb® .. 0 Kb, (4.194)
mit K, := Span v (4.195)
denn

v=aib + .. + apb, ( )

at, .., o € K ( )

= v e Kb + ...+ Kb, (4.198)

=V = Kb + .. + Kb, (4.199)

(4.200)
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und auch

arby +...+apb, =0 (4.201)
=abp=...=ayb,=0 (4.202)

Satz 4.3.2 Sei W = Wi+ ...+ W, die Summe der Unterriume W1, ..., W, von einem
Vektorraum V idber K. Dann sind dquivalent:

HDW=W,®..OW,

(2) Jedes w € W lisst sich eindeutig schreiben als w = w1 + ... + w, mit wy €
Wi, ...,w, € W,.

(3) Winn(Wi+ ... + Wi + Wipa + ... + W,) = {0} firi=1..r

Beweis
(2) = (3) Wir nehmen (2) an. Sei

w; € W1ﬁ(Wl—i—...—i—WZ‘_l—i-Wi_;,_l—f—...—i-Wr) (4.203)
(4.204)

Zu zeigen: w; = 0.
Dann gibt es

w1 € W, ... w1 € Wi, wip1 € Wigq,...,w, € W, (4.205)
mit
w; = w1 + Wi—1 + Wip1 + ... +wp (4.206)
Aus (2): Jedes Element hat eine eindeutige Darstellung, dies gilt auch fiir {0}.
Also
Wi — W] — oo — Wj—] — Wig] — ... — Wy =0 (4.207)
und nach (2)
wi=..=w, =0 (4.208)

insbesondere w; = 0 und (3) folgt.

(1) = (2), (3) = (1) Aufgaben O

Im Falle von zwei Unterrdumen Wy, Wy von V mit W = W7 4+ Wy erhalten wir

W =W, @ Wy < WiNWy = {O} (4.209)
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Sei nun
o W1NWy={0}
e {b1,...,b,} eine Basis von W
e {ci,...,cp} eine Basis von Wo
Dann ist nach Satz 4.3.2
{b1,...,bn,c1, ... cm} (4.210)

eine Basis von W7 @ Wha.
Deshalb

dim W; @ Wa = dim W 4+ dim Ws (4.211)
Durch Induktion nach r folgt auch fir W =W; @ ... ® W,:
dim W =dim Wj + ... + dim W, (4.212)
Sei V ein Vektorraum iiber K mit Unterrdumen W7, Wy wobei
V=W @& W (4.213)

Dann heisst W5 ein Komplement von Wy in V.

Beispiel In R3

1 -1
Wy =Span{| 1|, 2 |} (4.214)
0 0
Dann ist
0
Span{ | 0 | } (4.215)
1
ein Komplement von W in R?, aber auch
1
Span{ | 1|} (4.216)
1
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Beispiel In C iiber R: ist Span{l + i} ein Komplement von Span{l — i}, auch z.B.

Span{5i}, Span{2i — 3} usw.
Frage: Hat jeder Unterraum ein Komplement?

Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K und Wi ein Unterraum von V.

Dann hat W; nach Lemma 3.4.4 eine Basis {v1, ..., 0y }.
Nach Satz 3.4.2 gibt es

{’Um+1, ceny 'Un}
so dass
{vla ot Um7 Um+17 oty vn}

eine Basis von V ist.
Man setzt

Wy = Span{vm41, ..., Un }
und erhilt (Beweis: Aufgabe)

V=W @& W

Anmerkung

Wi=V=m=n
= Ws = Span 0
=0

(4.217)

(4.218)

(4.219)

(4.220)

(4.221)
(4.222)
(4.223)

Satz 4.3.3 Ist V' endlich-dimensional, so hat jeder Unterraum von V ein Komple-

ment.
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Satz 4.3.4 Dimensionsformel fiir Summen

Ist V ein endlich-dimensional Vektorraum tber K und sind W1, Wo Unterrdume von

V', dann gilt:

dim (W1 + Wa) = dim W1 + dim Wy — dim (W7 N Wa)

Beweis Man setzt:

W =W+ W,y
W’:leﬂWg

Nach Satz 4.3.3 gibt es Komplemente W7, W3 mit
)Wy =W' @ W] und Wy = W' @ W)
Daraus folgt:

W =Wy + Wy
= W'+ W)+ (W' +W3)
=W + W +W;

Behauptung

W=w QW @ W,
v+v) +ve=0(we W v eW)
= vy =—(v+v;) € Wi NW,
= vy € W NW; = {0}
= vy =0

Analog folgt v1 = 0 und v = 0.
Also

dim W = dim W’ + dim W7 + dim Wj
(nach x) = dim W’ + (dim Wy — dim W’) + (dim Wy — dim W)
= dim W; + dim Wy — dim W’
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Korollar 4.3.5 Bild-Kern Zerlegung
Ist V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und ist f : V — V ein Homomorphismus,
dann sind dquivalent:

(1) V.= Bild f @ Kern f
(2) Bild f N Kern f={0}

Beweis
e (1) = (2) Direkt.
e (2) = (1) Nach Satz 4.3.4:
dim (Bild f + Kern f)
= dim Bild f + dim Kern f — dim (Bild f N Kern f)

(4.240)

(4.241)

= dim Bild f + dim Kern f (4.242)
= dim V (nach Satz 4.2.5) ( )
(4.244)

= Bild f + Kern f =V (nach Lemma 3.4.4) 4.244
n
Beispiel
. 2 2 X 0
f:R %R,(y)w((ijy),aeR (4.245)
Bild f = Span{ (2)} (4.246)
Kern f = Span{ (;)} (4.247)
Bild f @ Kern f =R? (4.248)
Bild f N Kern f = {(2)} (4.249)
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Im Allgemeinen gilt f = f o f fiir einen Homomorphismus f : V' — V', dann heisst f eine
Projektion von V und

v e Bild fN Kern f (4.250)
=v=f(w) fiireinw eV (4.251)

= 0= f(v) (4.252)

— F(f(w)) (4.253)

= f(w) (4.254)

= (4.255)

= Bild fN Kern f = {0} (4.256)

=V = Bild f ® Kern f (4.257)
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KAPITEL 5. MATRIZEN

Kapitel 5

Matrizen

Wir untersuchen nun Matrizen iiber einen beliebigen Korper K, welche legitime (und wich-
tige!) mathematische Objekte, Beispiele von Vektorrdumen und auch ein entscheidendes
Hilfsmittel zur Darstellung von Homomorphismen, Gleichungssystemen usw. sind.

Vorausblick Fiir A € Mat(m,n; K) ist
ha: K" — K™ x— Ax (5.1)

ein Homomorphismus, und umgekehrt ist f : K™ — K" ein Homomorphismus, wenn es
A € Mat(m,n; K) mit f = hy gibt.

Beispiel
T 211
f : Rg — R3, T2 | T — I3 (5.2)
T3 219 + x3
T 2 0 0 T
f( T2 ) = 1 0 -1 xI9 (5.3)
T3 0 2 1 T3

5.1 Definition und elementare Eigenschaften
Eine m x n Matrix iiber einen Kérper K

a11 e A1n
A= (Oéij) = ,m,n € N\ {0} (54)

am1 - Qmp

bestteht aus m - n Komponenten (oder Elementen) aus K mit m Zeilen und n Spal-
ten. Man sagt, dass a;; an der Stelle (ij) steht und hat Zeilenindex i und Spaltenindex

-
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Im Falle m = n nennt man A eine quadratische und a;; fiir i = 1...n die Diagonalele-
mente von A.

Falls auch «;; = 0 fiir 7 # j heisst A eine Diagonalmatrix.
Die Menge aller m x n Matrizen {iber K bezeichnet man mit

Mat(m,n; K) (5.5)
oder K (mmiK) (5.6)

und nennt Elemente von
K" = Mat(n,1; K) = K™Y (5.7)

Spaltenvektoren und Elemente von
K, = Mat(1,n; K) = K™ (5.8)

Zeilenvektoren.
Man schreibt auch

Mat(n; K) statt Mat(n,n; K) (5.9)
Bemerkungen
e Mat(m,n; K) mit Addition
(aij) + (Bij) = (aij + Bij) (5.10)
und skalarer Multiplikation
Maiz) == (A k o) (5.11)
ein Vektorraum iiber K.
e Mat(m,n; K) hat Nullelemente
00 = 0 = (0i5) (mit Oy = Ox) (5.12)
und inversem Element
—(eij) = (=) (5.13)

e Man definiert fiir K =1..m,l =1...n

Ekl = (eij) (514)
L ik i=hj=1
mit e;j = {OK andernfalls (5.15)

Dann ist {Ey; : k= 1..m,l =1..n}
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eine Basis (die kanonische Basis) von Mat(m,n; K) und dim Mat(m,n; K) =

Fir A = (a;5) € Mat(m,n; K) definiert man

A" = (Bij) € Mat(m,n; K)

mit ﬂij = Qj

das Transponierte von A (oder transponierte Matrix zu A).

Beispiel

Man erhélt die Rechenregeln:

(aA + BB) = aA' + B3B!
(A" = A (Aufgabe)

und einen Isomorphismus

f: Mat(m,n; K) — Mat(n,m; K), A — A’

m - n.

(5.18)

(5.21)

Sei Sym(n; K) die Menge aller so genannten symmetrischen Matrizen A € Mat(n; K)

mit A = A.

Beispiel

Dann ist Sym(n; K) ein Unterraum von Mat(n; K):

At=AB'=B
= (A+B)!=A"+B'=A+B
= (M) =2 A" =)A

Beispiel

sim@ ) ={(5 7) a8 € )

(o 0) (o) (o)
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und Dimension 3.
Im Allgemeinen setzt man

vl =k j=loderi=1j=k
St = (5i)mit {0 andernfalls (5.28)
(Skl = Slk) (5.29)
Dann ist
{Sk:1<k<n,1<I<k} (5.30)
eine Basis von Sym(n; K).
Also ist
. 1
dim Sym(n; K) =1+2+n = n-(n+l) (5.31)

2

5.2 Spaltenrang, Zeilenrang und elementare Umformungen

Fir A € Mat(m,n; K) kann man schreiben

b1
A= (ai,...,an) =1 : (5.32)
bm,
mit Spaltenvektoren
Qaqj
S (5.33)
amj
und Zeilenvektoren
b; := (Ozﬂ, -~-,Olz'n) € Kn(’L = lm) (5.34)
Man definiert:
Spaltenrang A := dim Span{ai,...,a,} (= Rang{ai,...,an}) (5.35)
Zeilenrangrang A := dim Span{bi,...,b,,} (= Rang{bi,...,bn}) (5.36)
Beobachten Sie, dass
Zeilenrang A = Spaltenrang A (5.37)
Spaltenrang A = Zeilenrang A (5.38)
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Beispiel

-1 1 3
A= ( 0 o _1> € Mat(2,3,R) (5.39)

Spaltenrang A = dim Span{ <01> , (;) , <_31)} =2 (5.40)

-1 0
Zeilenrang A =dim Span{| 1 |, 2 | =2} (5.41)
3 -1

Kein Zufall!

Nach Satz 3.4.5 folgt direkt:
Satz 5.2.1 Sei A € Mat(m,n; K). Dann sind dquivalent:
(1) r = Spaltenrang A

(2) Es gibt r linear unabhingige Spaltenvektoren von A und je r + 1 Spaltenvek-
toren von A sind linear abhdngig. In diesem Fall ist jede linear unabhdngige
Menge von Spaltenvektoren von A mit r Elementen eine Basis des Spans aller
Spaltenvektoren von A.

Satz 5.2.2 Fiir A € Mat(m,n; K) gilt: Spaltenrang A = Zeilenrang A.

Beweis Sei
r := Spaltenrang A (5.42)
s := Zeilenrang A (5.43)

Bei Vertauschung von Spalten und von Zeilen von A &ndern sich r und s nicht.
Deshalb nehmen wir an, dass

(1) Jeder Spaltenvektor ist eine Linearkombination der Spaltenvektoren ay, ..., a, (nach

Satz 5.2.1)
(2) Die Zeilenvektoren by, ..., bs sind linear unabhéngig.
ann - Qip by
bs (5.44)
bs+1
Aml " Gmn/ ) bm,
(5.45)

a1-Gr,Qry1--an
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Behauptung: r < s
Gegenannahme: s > r

Wir betrachten das Gleichungssystem
(%) Zaz‘jl’i =0,j=1.r (5.46)
i=1

von r Gleichungen in s Variablen xq, ..., 5.
Nach dem Fundamentallemma 3.3.3 gibt es eine nicht-triviale Losung x1, ..., 5 wobei nicht
alle z; Null sind. Zu zeigen:

r1b1 4+ ... + x5 =0 (547)

Auch nach (1) existieren \j; € K mit

.
a; =Y Apag,j=1.n (5.48)
k=1
insbesondere
'
aij =Y Ajpatip mit i =1..5,j = 1..n (5.49)
k=1

Also folgt fiir j = 1...n

Z Tia;; = Z x; <Z )\jkaik)> (5.50)
i—1 k=1

i=1
= Z )\jk <Z xiaik> (5.51)
k=1 i=1
=0 (nach *) (5.52)
Aber dann auch
x1b1 + ...+ 2sbs =0 (5.53)

denn b; = (a1, ..., ain) im Widerspruch zu (2).

Also s < r, und (denn die Behauptung gilt fiir alle Matrizen iiber K, insbesondere A?)

r = Spaltenrang A (5.54)
= Zeilenrang A’ (5.55)
< Spaltenrang A (5.56)
= Zeilenrang A (5.57)
= (5.58)
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Deshalb r = s. O

Deshalb kann man fiir A € Mat(m,n; K) definieren:

Rang A := Spaltenrang A (5.59)
= Zeilenrang A (5.60)

es sollte beachtet wernde, dass
Rang A < min(m,n) (5.61)
Frage: Wie berechnet man Rang A?

Wir beatrachen nun die elementaren Zeilenumformungen von A € Mat(m,n; K).
e Typ I: Vertauschung von zwei Zeilen
e Typ II: Addition der A-fachen Zeile i zur Zeile j, wobei i # j und A € K

Man definiert analog Spaltenumformungen und beobachtet, dass:

e Geht die Matrix B aus A durch elementare Zeilenumformungen hervor, dann geht
Bt aus A? durch die entsprechenden Spaltenumformungen hervor.

e Man beobachtet auch, dass fiir vq,...,v, € K™

Span{v, ..., Vi, ..., Uj, ..., Un } = Span{vy, ..., vj, ..., Vs, ..., Un } (5.62)
Span{vy, ..., Vi, ..., Vj, ..., Un } = Span{vy, ..., Vi, ..., vj + Avj, ..., Up } (5.63)
(mit i # §,0 £ A € K) (5.64)

Daraus folgt

Satz 5.2.3 Invarianz-Satz Bei elementaren Spalten- und Zeilenumformungen dndert
sich der Rang eine Matriz nicht.

Beispiel Betrachten Sie

1 1 1 0
0 1 2 5

Rang{| 1], 1 |, o ],]o[} (5.65)
2 0 1 4
1 1 1 2
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Wir berechnen Rang A mit

1 1 -1 0
0 1 2 5
A=|-1 1 0 o] = (5.66)
2 0 1 4
1 -1 1 2
1 1 -1 0
0 1 2 5
A=]0 2 -1 of= (5.67)
0 -2 3 4
0 -2 2 2
11 -1 0
01 2 )
A=]00 -5 —10| = (5.68)
00 7 14
0 0 6 12
11 -1 0
01 2 )
A=|0 0 -5 —10| =8 (5.69)
00 O 0
0 0 O 0
Rang A = Rang B =3 (5.70)

5.3 Matrix-Algebra

Ist A= (a;;) € K™ und B = (8;;) € K™P) dann definiert man

AB = (vy;) € K™P) (5.71)
mit
Yij 1= Zaikﬁkj (mit 4 = 1..m,j = 1...p) (5.72)
k=1
(= anBij+ . + @inBnj) (5.73)
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Beispiel

(i)

2 -1 1
_ (2,3)
A <1 3 0) €eR (5.74)
-1 1
B=|0 2 |erG? (5.75)
1 =2
-1 -2
AB - <_1 7) (5.76)
-1 4 -1
BA=|(2 6 0 (5.77)
0 -7 1
(ii)
A= <(2) ) € 2/37.22) (5.78)
B = <1 O) € 7/37.32) (5.79)
2 2
g - (2O +12) 2(0)+1(2) (5.80)
—\o(1) +1(2) 0(0) +1(2) '
1 2
(s 2) 1)
2 1
pa- () 552)
Lemma 5.3.1 (i) (AB)C = A(BC), mit Ac Km™ B =K®P) C ¢ K@)
(ii) A(B+C)= AB+ AC mit Ac K(™™ B, C = K
(iii) (A+ B)C = AC + BC mit A,B € K(m™ C = K(P)
(iv) (AMA)B = A(AB) = AN(AB) mit A € K(™") B = K(p)
(v) (AB)t = B'A! mit A ¢ K™, B = Kp)
Beweis: Aufgabe. O
Sei nun A € K(™") Man definiert
ha: K" — K™ (5.83)
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durch
ha(zx) := Az fir z € K" (5.84)
Nach Lemma 5.3.1 gilt:
ha(Ax + py) = AQAx + py), z,y € K"\, pe K (5.85)
= Mz + pAy (5.86)
= Mha(z) + pha(y) (5.87)

dass heisst, h4 ist ein Homomorphismus.

Satz 5.3.2 Ist f : K" — K™ ein Homomorphismus, dann gibt es A € K™™) mgt
f=ha

Beweis Betrachten Sie die kanonischen Basen

{e1,...,en} von K" (5.88)
{e1,...,em} von K™ (5.89)
1 0
0
3 e (5.90)
0 1
Denn {€], ..., €}, } ist eine Basis von K™, dann existieren c;; € K mit
m
f(ej) = Zaijej,j =1.m (591)
=1
Man setzt
A= Qg (592)
und beachte, dass
fir j=1..n (5.93)
m
fles) = auje; (5.94)
i=1
= Ae; (5.95)
Denn {ey, ..., e, } ist eine Basis von K" ist und f und h4 Homomorphismen sind, gilt nach
Lemma 4.1.1
f=ha (5.97)
O
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Beispiel Betrachten Sie

f:R? > R?
mit
(o)=(2) =@ () +ca())
(1= () =0 ()@ ()
Man setzt

und beachtet, dass

Man definert auch:

Bild A := {Az : z € K"} = Bild h
Kern A:={x € K" : Az =0} = Kern hu
und erhélt (nach Satz 4.2.5)

dim Kern A+ Rang A=n
Kern A = {0}
< Bild A = K"

< Rang A=n
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Beispiel
1 01
A=10 1 1] € Mat(3;K) (5.113)
1 1 0
1 0 1
A— 10 1 1 (5.114)
01 -1
1 0 1
— 10 1 1 =B (5.115)
00 1+1

1+1=0= Rang A =Rang B =2 ( )
und dim Kern A =3-2=1 ( )
1+1=0= Rang A=Rang B =3 (5.118)
und dim Kern A=3-3=0 ( )

Der Vektorraum Mat(n; K) zusammen mit Matrix-Multiplikation ist ein Beispiel einer
assoziativen K-Algebra.
Im Allgemeinen ist ein Vektorraum V iiber K zusammen mit einer Abbildung

-1 V? = V (Produkt/Multiplikation) (5.120)
(5.121)

(wir schreiben of ab statt a - b) Algebra tiber K (K-Algebra), geschrieben A = (V,-),
falls fiir alle o, 8 € K und z,y,z € V :

(ax + By)z = a(xzz) + B(yz (5.122)
2oy + B2) = alzy) + Alw2) (5.123)

~—
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A heisst
e assoziativ, wenn fir z,y,z € V
(zy)z = z(yz) (5.124)
e kommutativ, wenn fiir x,y € V
Ty = yx (5.125)

e unitir, wenn es ein Einselement e € V' gibt mit

VeeV:iex=xze=x (5.126)

Mat(n; K) mit Matrixmultiplikation ist eine assoziative K-Algebra mit Einselement: n xn
Einheitsmatrix

1 0 0
EM™:=@j)=1o . o (5.127)
0O 0 1+1
(1 =y
dij = {O andernfalls (5.128)

Fiir n > 2 ist Mat(n; K) nicht kommutativ.

<8 (1J> ((1) 8) h <8 8) (5.129)
7 (8 (1)> (é 8) = (8 é) (5.130)

Beispiel

Weitere Beispiele

(i) K™ mit
L1 Y1 T1Y1
o= : (5.131)
Tn Yn TnYn
ist eine kommutative assoziative K-Algebra mit Einselement
1
: (5.132)
1

(ii) C iiber R mit
(a1 4 B1i) - (a2 + Poi) = (aag — B1f2) + (1 f2 + B152)i (5.133)

ist eine kommutative und assoziative R-Algebra mit Einselement 1 4 0.
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Bemerkungen

e In einer K-Algebra A = (V) gelten die Rechenregeln fiir o« € K, z,y € V:

(i) a(zy) = (az)y = 2(ay) (5.134)
ii)0-z2=2-0=0,0eV (iii) (—z)y = z(—y) = —(xy) (5.135)
(iv) (—z)(—y) = xy (Aufgabe) (5.136)

e Wir kénnen auch Unteralgebren und Homomorphismen von Algebren definieren.

Beachten Sie nun, dass Mat(n; K) (n > 2) mit Addition und Multiplikation ein Ring ist,
aber kein Korper. Die Algebra ist nicht kommutativ und es gibt Elemente mit Inversen
wie z.B.

11
1 -1 2 1
CDE o159
2 1 1 -1 1 0
-GV ) -6Y) (5.19)
aber auch Elemente wie z.B.

00 2 -1
(0 O> , <_2 1 ) € Mat(2,R) (5.140)
mit keiner Inverse.

A € Mat(n; K) heisst invertierbar (oder nicht-singulér), wenn es B € Mat(n; K) gibt
mit

<2 1) € Mat(2R) (5.137)

AB = BA = E(= E™) (5.141)
Man setzt
GL(n; K) :={A € Mat(n, K) : A invertierbar} (5.142)

Das eindeutig bestimmte (Aufgabe) B fiir A € GL(n; K) mit AB = BA = E nennt
man A~ die Inverse von A.

Lemma 5.3.3
Sei A, B € GL(n; K). Dann gilt

a) AB € GL(n; K) mit (AB)™! = B~1A~!

107



5.3. MATRIX-ALGEBRA

b) AL € GL(n; K) mit (A=)t =A
¢) 0#a €K =adeGL(n;K) mit (ad)~!=(1)A7?

d) At € GL(n; K) mit (AH)~! = (A71)!

Beweis a), b) Aufgabe (vlg. mit Lemma 2.1.2).

()

und dhnlicherweise

.

(5.143)

(5.144)
(5.145)

Matrixmultiplikation ist assoziativ und E™ € GL(n;K) ist ein Einselement. Also ist
GL(n; K) ein Gruppe: die so genannte allgemeine lineare Gruppe (vom Grad n iiber

K).

Fragen

a) Wie entscheidet man ob A € Mat(n; K) invertierbar ist?

b) Wie berechnet man die Inverse von einer invertbaren Matrix A € Mat(n; K)?
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Satz 5.3.4 (Aquivalenzsatz fiir Invertierbarkeit)
Fiir A € Mat(n; K) sind dquivalent:

(i) A€ GL(n; K), d.h. A ist invertierbar.
(ii) ha ist bijektiv.
(7ii) ha ist surjektiv.

(iv) ha ist injekltiv.

(v) Die Spalten von A bilden eine Basis von K (d.h. die Spalten von A sind linear

unabhdngig).
(vi) Die Zeilen von A bilden eine Basis von K™
(vii) Rang A =n
(viii) Es gibt B € Mat(n; K) mit AB=FE

(iz) Es gibt B € Mat(n; K) mit BA=FE

Beweis
o (ii) < (iii) & (iv) Satz 4.2.6
o (v) & (vi) & (vii) Siitze 5.2.1 und 5.2.2
(i) = (viii), (i) = (ix) Direkt.
(

i) = (iv)

o
ha(z) = ha(y)
= Az = Ay
= A1 Az = A7 Ay (nach (i)
= FEz = Fy
=zr=y
d.h. h4 ist injektiv.
o (ii) = (i) ha : K™ — K™ bijektiv < es gibt einen Homomorphismus
(ha)™ : K" — K"
mit (ha) " (ha)
= (ha)(ha)™' = id
Nach Satz 5.3.2 gibt es B € Mat(n; K) mit hp = (h4)~! und daraus folgt
AB=BA=F
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e (ix) = (iv) wie (i) = (iv)
e (viii) = (iii) Sei y € K™. Man setzt
x := By (mit AB = F nach (viii))
und erhélt

ha(x) = Az = ABy
=Lky=y

d.h. h4 ist surjektiv.

Ein Sonderfall (n=2) Wir betrachten

A= <$; 5) € Mat(2; K)

Fall o = 0.
A— <7 5) =B
0 «
Rang A = Rang B
0 A=0
=<¢2 v#0und B#0
1 andernfalls
Fall o # 0.

a B
A_>(O a657>:B

1 ad—py=0
2 andernfalls

Rang A = Rang B = {
Man definiert
detA = ad — By
und erhalt

0 A=0
Rang A=<1 det A=0,A#0
2 det A#0

Nach Satz 5.3.4: A ist invertierbar < det A # 0
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Beispiel Eine Diagonalmatrix A € Mat(n; K) ist invertierbar gdw aq1, ...ay, alle
ungleich Null sind, und in diesem Fall:

—1
a1 0 CVLM 0
= (5.177)
0 Qnn 0 ﬁ

Heute zeigen wir, dass wir durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen von
Typ I-111 fiir jedes A € K(™™) eine Matrix der From

BAC = m (5.178)

oo O =
]
—_

(5.179)

34

erhilt, mit Rang A = Rang BAC = r, wobei B € GL(m; K) und C € GL(n; K) Pro-
dukte von elementaren Matrizen sind.

Lemma 5.3.5 Sei Ac K" B e KMP) Dann gilt

Rang AB < min(Rang A, Rang B) (5.180)

Beweis Beachten Sie, dass

Kern B < Kern AB (5.181)
(Bz = 0= ABz = 0) (5.182)
und deshalb
dim Kern B < dim Kern AB (5.183)
Also
dim Kern B+ Rang B =p (5.184)
dim Kern AB + Rang Ab=7p (5.185)
= Rang AB < Rang B (5.186)
Ahnlicherweise
Bild AB < Bild A (5.187)
((AB)x = A(Bx)) (5.188)
— AB < Rang A (5.189)
O
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Satz 5.3.6 Sei Aec K(™" Be GL(m;K), C € GL(n; K).

Rang A = RangBAC

Beweis Nach Lemma 5.3.5:

Rang A < Rang BA
< Rang BB !4
= Rang A
= Rang A = Rang BA

und weiter

Rang BA > Rang BAC
> Rang BACC™!
= Rang BA
= Rang A = Rang BA = Rang BAC

Man braucht oft eine niitzliche Darstellung einer Matrix A € K(™™) mit vier 'Késtchen

A € K@
Ay € KP1—a)
Az € K(m—pa)
Ay € K(m—pn—a)
firl<p<m,1<qg<n.

A | As
Asz | Ay

(¢ »)

a€eK

be K1)

ce Km-11

D e Km-1n=1)

oder fiir p=¢q = 1:

mit
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Wir betrachten nun noch einmal die elementaren Zeilenumformungen (und analog
definierte elementare Spaltenumformungen) von A € K(m"),

e Typ I: Vertauschung von zwei Zeilen
e Typ II: Addition der A-fachen Zeile i zur Zeile j, wobei i # j und 0 # A € K

e Typ III (neu!): Multiplikation einer Zeile i mit 0 # A € K

Beobachten Sie, dass
A= (@ V) e gtmm (5.209)
¢c D ’
mit « # 0 erhdlt man durch elementare Zeilenumformungen (Typ II)

A = (g‘ £’> (5.210)

mit Rang A’ = Rang A.
Mit Typ III:

, (1
A _<0 D (5.211)

Dann erhélt man (durch elementare Spaltenumformungen):

AT = <(1) lg,,) (5.212)

mit Rang S = Rang A” = 1 + Rang D".
Durch eine Induktion nach m erhilt man

Satz 5.3.7 0£ A € K1) kann durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen
in die Form

E™ 0
< 0 0) ,7 = Rang A (5.213)

gebracht werden.
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Beispiel
0 -1 -1
A=1(2 0 =-2| € Mat(3;R) (5.214)
2 =2 0
2 0 =2
1: 21 Z,— 10 -1 -1 (5.215)
2 =2 0
2 0 =2
11 Zg <~ Z3 - Z1—= 10 -1 1 (5216)
0 —2
1 1 0 -1
i :zZ1+< -1 — |0 -1 1 (5.217)
2
0 -2
1 0 O
I1:S53< S3+S5 — (0 -1 1 (5.218)
0 -2 2
1 0 0
Il : 73 Z3—2Zy— (0 -1 1 (5.219)
0 0 O
1 0
11 : 7y —Zy— (0 1 -1 (5.220)
0 0
1 00
II:53+ 53+S5S2— (|0 1 0 (5.221)
0 0 0
Rang A = (5.222)
Wir betrachten nun entsprechende Elementarmatrizen.
Man setzt fir 1 < k,l <n, A€ K
Ey := (ew) € Mat(n; K) (5.223)
. 1 i=k5=1
mit eij = {O andernfalls (5.224)
und definiert
(I)kl =F—FEn. — Ejp+ Ey + Elk, (k 75 l) (5.225)

114



5.3. MATRIX-ALGEBRA

Beispiel

Weiter definiert man

(I1)}, == E 4 \Ey
(AN#0,k #1)

— k
— 1

und weiter

(IID)} == E+ (A — 1)E,

= T — k(A #£0)

Bemerkung Ist A € K(™™ so entsteht

(i) (I)gA aus A durch eine Vertauschung von Zeilen k und !.

(ii) (IT)}A aus A durch Addition der A-ten Zeile [ zur Zeile k.

(5.226)

(5.227)

(5.228)
(5.229)

(5.230)

(5.231)

(5.232)

(iii) (II1)}A aus A’ durch Multiplikation der k-ten Zeile mit A. Ahnlicherweise entspre-

chende
A(D) g, A1)y, AT

den elementaren Spaltenumformungen.
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Also erhalt man nach Satz 5.3.7

Satz 5.3.8 (Normalformsatz)

Zu jeder 0 # A € K™ gibt es Produkte B € K™ ynd C € K™") yon elemen-

taren Matrizen mait

ET 0

pac= (20 ¢

Beispiel Betrachten Sie noch einmal

0 -1
A=1[2 o0
2 -2
01 0\ /0 —1
(Di2: (1 0 0f[2 o0
00 1/ \2 -2
1 00\ /2 0
(Iz1:10 1 0][0o —1
-1 0 1) \2 -2
L[5 00\ /2 0
(Irnz: (o 1 of o -1
00 1) \0 —2
1 0 -1\ /1
(INz: 0 -1 1 0
0 -2 2 0
Wir erhalten
1
B=10
0
500 1 0 0\ /0
010 0 1 0|1
00 1/ \-1 0 1/ \0
10 1\ /1
c=1(0o 1 0]ff{o
00 1/ \0
1
und BAC = |0
0
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e Typ1I

(I)kl =F — Eu.— Eyp+ Ey + By (5.245)

“Vertauschung von Zeilen/Spalten k und [ in E”.

o Typ II
(I1)3, == E 4 \Ey (5.246)
‘Addition der A-fachen Zeile [ zur Zeile k (oder der A-fachen Spalte k zur Spalte [ in
E)”.
e Typ III

(I11)} == E+ (A — 1)Ejy, (5.247)

“Multiplikation Zeile/Spalte k mit A in E”.

Korollar 5.3.9 Fiir A € Mat(n; K) sind dquivalent:
(i) A ist invertierbar (A € GL(n;K))

(ii) A ist ein Produkt von Elementarmatrizen

Beweis

e (ii) = (i) Elementarmatrizen sind invertierbar. Also nach Lemma 5.3.3 ist A inver-
tierbar.

e (i) = (ii)
A ist invertierbar
= Rang A =n (Satz 5.3.4)

(5.248)

(5.249)

= BAC = E mit B, C invertierbar (Satz 5.3.8) (5.250)
= A= B 'C7! ist invertierbar. ( )

Korollar 5.3.10 Sei A € GL(n; K). Dann gilt
a) A kann allein durch elementare Zeilenumformungen in E tberfihrt werden.

b) Wenn man die elementaren Zeilenumformungen, die A in E iberfihren, in der-
selben Reihenfolge an E ausfiihrt, so erhdlt man A~L.
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Beweis
Aec GL(n; K) (5.252)
= A € GL(n; K) (5.253)
= A~! = By, ..., By, fiir Elementarmatrizen (Korollar 5.3.9) (5.254)
= By, ..., B, A= FE und a) folgt (5.255)
= A'=B,,.. B,FE (5.256)
O
Beispiel Wie suchen A~! mit
0 -2 1
A=12 4 =2 (5.257)
1 1 -1
Wir betrachten:
0 -2 1]1 00
(AE)=(2 4 -2]0 1 0 (5.258)
1 1 —-1(0 0 1
1 1 —-1]/0 0 1
I:Zy2Z3:12 4 —2/0 10 (5.259)
0 -2 1|1 00
1 1 —-1l0 0 1
IT:2y - 25—-2Zy: 10 2 0|0 1 -2 (5.260)
0 -2 1|10 0
11 —-1/0 0 1
IT:Z5—23+Zy: (0 2 0[]0 1 -2 (5.261)
00 1|1 1 =2
) 11 —-1/0 0 1
II1:Z =525 |0 1 0 |0 : -1 (5.262)
00 1]1 1 =2
10 -1l0 -1 2
II:Zv—~Z—Z,: (0 1 0]0 & -1 (5.263)
00 11 1 =2
1 ooflr i o
II1:Zy—Zy+Z3: |0 1 0|0 5 -1 (5.264)
00 1[1 1 -2
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Also
1 4 0
At=(0 § -1
1 1 2
Priifen!

SN————— =N O
g N \
O O = »—'q;w
Ov—ll |
— HMH
~
—_ o O
I
~
S O =
O = O

)
)

=

—

I
S O =
__-o O O

O R O OoONnO

~_ —
~//
I
OMH
o = O
= o O

—

OO R R OO

A = (B1ByB3B,B5Bg)
=B;'By'B;'B B B!

0 01 100 1 0 0
=10 1 0 2 10 0 1 0
100 100 0 -1 1
100 110 1 0 -1
0 20 0 10 01 0
0 01 100 0 0 1
Bemerkung Sei
b1
A= (ah )an) = € K(mM)
bm

Dann gilt
Bild A = Span{ay, ...,a,}
Bild A* = Span{b},..., 0!}
und fir B € GL(m; K), C € GL(n; K)
Bild(AC) = Bild A
((AC)x = A(Cx))
Az = (AC)(C™1x)
Bild (BA)" = Bild(A'B)
= Bild A’
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D.h. bei elementaren Spaltenumformungen #ndert sich der Span der Spalten nicht. Ahn-
licherweise éndert sich der Span der Zeilen bei elementaren Zeilenumformungen nicht.

Beispiel Wir suchen eine Basis von

1 0 1 —1
0 2 0 —2
Span{| -1, 1 |,|-1],] 0 | CR%} (5.281)
2 —1 3 0
1 0 3 1
Wir betrachten
1 0 -1 2 1
0 2 1 —-10
A=|] o 1 3 3 (5.282)
-1 -2 0 0 1
1 0 -1 2 1
0 2 1 -10
1o 0 o 1 o (5.283)
0 -2 -1 2 2
10 -1 2 1
02 1 —-10
=100 o0 1 2 (5.284)
00 0 1 2
10 -1 2 1
02 1 —-10
100 0o 1 2=8 (5.285)
00 0 0 0
Bild A # Bild B (5.286)
Bild A' = Bild B (5.287)
und eine Basis ist
1 0 0
0 2 0
{1-1{,111],]0]} (5.288)
2 —1 1
1 0 2

Wir machen jetzt eine Zusammenfassung der Probleme und Ergebnisse fiir ein lineares
Gleichungssystem

Az =bAe KM pe K™ (5.289)
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(1) Ist Az = b 16sbar?

Az = b ist 16sbar < Rang A = Rang (A|b) (5.290)

(2) Ist Az = b universell 16sbar? D.h. ist Az = b fiir alle b € K™ losbar?

Az = b ist universell losbar < Rang A = K™ (5.291)
< Rang A=m (5.292)

(3) Was sind die Losungen von Az = b? Wie beschreibt man die Lésungsmenge?
{r e K" : Ax = b}? (5.293)

— Kern A = {z € K™ : Az = 0} ist die Lésungsmenge von Az = 0: ein Unterraum
von K™ der Dimension n— Rang A.

— Falls Aw = b fiir ein b w € K™, dann gilt
Ar=b&sr=w+y mit y € Kern 4 (5.294)

(4) Ist Az = b eindeutig 16sbar? D.h.

Az =bund Ay =b=z=1y (5.295)
Az = bist eindeutig losbar < Kern A = {0} (5.296)
< Rang A=n (5.297)

(5) Und im Sonderfall m = n? d.h. A € Mat(n; K)

Az = b ist universell 16sbar (5.298)
< Az = bist fiir ein b € K™eindeutig losbar (5.299)
< Kern A = {0} (5.300)
< Rang A=n (5.301)
< A ist invertierbar (5.302)
& A ist ein Produkt von Elementarmatrizen (5.303)
< hy ist bijektiv / surjektiv / injektiv (5.304)
usw. (5.305)

5.4 Basiswechsel in Vektorraumen

Man kann Elemente aus einem Vektorraum und auch Homomorphismen zwischen (endlich-
dimensionalen) Vektorrdumen mit verschiedenen Basen (oder Koordinatensystemen) dar-
stellen.

Der Ubergang zwischen Basen heisst Basiswechsel.
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Beachten Sie, das in R?
beziiglich der Standardbasis

und auch

beziiglich der Basis

Wie berechnet man diesen 'Basiswechsel’? D.h. fiir

(5)=2()+ ()

wie findet man

Beobachten Sie, dass

Also

=a () v (V)]s () + o ()

= (a4 2B) <_31> + (a +383) <_12>
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und

(3 ()= (1)
Beachten Sie auch, dass
v (_31> +6 <_12> = (3y — 26) <é> + (—y+9) <(1)>
(&7 6)-(55)
(1 3)

ist die Ubergangsmatrix von der Basis

und

zur Basis

und

ist die Ubergangsmatrix von

zu

Merken Sie zuletzt, dass
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Fragen

(1) Gegeben seien zwei geordnete Basen des endlich-dimensionalen Vektorraums V:

A= (a1, ..., an) (5.328)
B = (by,...by) (5.329)

Wie berechnet man die Koordinaten des Vektors
v=a1a1 + ... + apa, €V (5.330)
beziiglich B? D.h.
v=[1b1 + ... + Bnby? (5.331)
(und umgekehrt?)

(2) Esseien V und W endlich-dimensionale Vektorrédume, A eine Basis von V und B eine
Basis von W. Wie berechnet man eine Matrixdarstellung des Homomorphismus

f:V-w (5.332)
beziiglich A und B?
Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K und
B = (b,...,bn) (5.333)

eine geordnete Basis von V, d.h. (b1,...,b,) € V und {by,...,b,} ist eine Basis von V
mit n Elementen. Man definiert

qp:V — K" (5.334)
durch
(03]
g(x) =1 : (5.335)
Qn
mit
Tz =aib +... +a,b, (5.336)

Da sich z € V eindeutig durch B ausdriicken ldsst, ist qg wohldefiniert und ein Isomor-
phismus von V in K.
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Ziel
Seien B = (b1, ...,b,),C = (c1, ..., cn) (geordnete) Basen von V.
Wir suchen “Ubergangsmatrizen”

T8 € GL(n; K) von B zu C (5.337)
TS € GL(n; K) von C zu B (5.338)

mit
qB = hyc o qc (5.339)

d.h.
a5(z) = T qc(z) (5.340)
qc = hyp o g (5.341)

d.h.
qo(z) = quB(:U) (5.342)

Idee

T8 = (ac(br), ..., ac (b)) (5.343)
T = (g8(c1), -, qB(cn)) (5.344)

Lemma 5.4.1 Sei V' ein Vektorraum iber K. Sind by, ..., b, linear unabhdingig in V
und A = (o) € Mat(n; K). Dann gilt:

n
A ist invertierbar < ¢; == Z a;5bj(i = 1...n) sind linear unabhingig (5.345)
j=1

Beweis Beachten Sie, dass
A ist invertierbar < Kern A = {0} (5.346)

und

(%) Z/Bici => (Z aijﬂi) bj (5.347)

j=1 \i=1
(B Bn € K) (5.348)
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(=)
> Bici=0
i=1
= Zozjlﬂ@- =0,5=1.n
i=1
Nach (%) sind by, ..., b, linear unabhéngig.
B 0
Al :|=]:
Bn 0
= f1 = ... = Bn = 0 (A invertierbar)
Also sind ¢y, ..., ¢, linear unabhéngig.
(<)
o3
Al + | =0
Bn
= a;fi=0,j=1.n
i=1
= Zﬁici =0 (nach *)
i=1
= p1 = ... = Bn = 0(cy, ..., ¢, sind linear unabhéngig)
Also Kern A = {0} und A ist invertierbar.
Satz 5.4.2

Sei V' ein Vektorraum tber K mit Basis (b1, ..., by).
Dann sind dquivalent:

(1) (c1,...,cp) ist eine Basis von V.
(2) Es gibt

A = (aij) € GL(n; K)
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mit

n
C; = E Oéijbj,i =1.n
j=1

A heisst die Ubergangsmatrix von der Basis (c1, ...,c,) zur Basis (by, ..

Beweis

e (1) = (2). Da {b1,...,b,} eine Basis von V ist, existieren c;; € K mit

n
C; = Zajibi,i =1.n
j=1
und nach Lemma 5.4.1

A = (a;; € GL(n; K))(c1, ..., ¢n sind linear unabhangig)

A= (aij) € GL(’I?,; K)
mit C; = Zazjbi,i =1..n
Jj=1

= 1, ...C,, sind linear unabhéngig (Lemma 5.4.1)
= {c1,...,cn} ist eine Basis (dim V =n)

Satz 5.4.3 Sei V ein Vektorraum iiber K mit Basen

B = (bi,...,by) und
C= (Clv"'7cn)

Fiir A € Mat(n; K) sind dann dquivalent:
(1) A ist die Ubergangsmatriz von C zu B.
(2) qp =haoqc

In diesem Fall ist A~ die Ubergangsmatriz von B zu C.

127

(5.358)

).

(5.359)

(5.360)

(5.361)

(5.362)

(5.363)
(5.364)

(5.365)
(5.366)



5.4. BASISWECHSEL IN VEKTORRAUMEN

Beweis

e (2)=(1)
Beachten Sie, dass

qB(ci) = (haoqc)(ci)
= Aei

a4

Qnj

d.h.
n
C; = Z Oéijbj
7j=1

und die Behauptung folg direkt aus Satz 5.4.2.

e (1)=(2)
Seix eV.
T = Z Bici(ci, ..., cn ist eine Basis)
i=1
= Bi [ D aib;
i=1 j=1
= Zéjbj mit 5j = Zﬁiaﬁ
j=1 i=1
01 b1
gp(x)= | |.qc(@)=| :
O Bn
Also
(ha o qc)(z)
= Aqc(z)
B1 o1
= A : =
Bn O
= qp(z)

Beachten Sie zuletzt, dass

Age(z) = gp(z)
= qo(z) = A 'qp(x)
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5.4. BASISWECHSEL IN VEKTORRAUMEN

d.h. A7 ist die Ubergangsmatrix von B zu C. O

Man schreibt oft:

Ty (5.381)
fiir die Ubergangsmatrix von C' zu B.
Sei nun V = K" mit der Standardbasis
B = (e1,...,en) (5.382)
Fiir eine beliebige Basis von K"
C=(c1,...,¢n) (5.383)
ist
TS = (c1, .o cn) (5.384)
und
TS = (15) ™ (5.385)
Fiir eine zusétzliche Basis von K"
D =(dy,....,dy): (5.386)
Wie findet man
T und TS? (5.387)
Wir haben schon
ge (@) = T qp(x) (5.388)
gp(x) = T qp(x) (5.389)
Also
go(x) = TETgqp(x) (5-390)
und
TR =151 (5.391)
= (T5)"'T§ (5.392)
TS =TETY (5.393)
= (TF)"'T§ (5.394)
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Beispiel Sei V = R? mit Basen

Dann gilt
1 3
C _
(i 3)
-1
1 3
B _
= (i 3)
(5 -3
T2\-1 1
z.B.

Wir haben auch

16 1
B—f
TD_3<3 1)
Also
15 =3\(1 -1
D—f
TC_2(—1 1)(—3 6
(5 7)
-2 I
1/6 1\ (1 3
c_ -
TD_3<3 1)(1 5>
]
(%)
3 3
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5.4. BASISWECHSEL IN VEKTORRAUMEN

Seien nun V' und W endlich-dimensionale Vektorrdume, B = (by, ..

und C = (cy, ..., ¢,) eine Basis von W.

Fiir einen Homomorphismus

definiert man

durch

f
vV — W
e + 1 q
f
K" — K™

Nach Satz 5.3.2 gibt es
ME(f) € Mat(m, n; K)

mit

hye(f) = f

Bemerkungen
(1) Fiir ME(f) = (pij) gilt:

(gc o foqgl)(ej) (wobei j = 1...n)
= bz (f)(ej)

m
= E Hij€;j
i=1

Daraus folgt
flag'(e)) = ac' (Z Mz‘jei>
i=1
Fb) = mijag' (es)
i=1

m
= E HijCq
i=1
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5.4. BASISWECHSEL IN VEKTORRAUMEN

und

ME(f) = (ae(f(b1)) - a0 (f(bn)))
(2) Die Abbildung
ME : Hom(V, W) — Mat(m, n; K)

ist ein Homomorphismus.

Anmerkung FirV =W

ME (id) = (qc(b1), -, g (bn))
= Tg
Betrachten Sie nun zuséatzliche Basen
o B/ =(V,..,b)
o O =(d,....,c))

oy Gy

Vielleicht wissen wir schon MZ(f) (z.B. B und C sind Standardbasen).

Wie berechnet man

ME (f)?

Behauptung

ME(f) = TEME(N)TE

Beweis Beachten Sie, dass
' =h
4B 15 ©4B
r = h,
qc TCC’ °qc
haig(p) = 4c© f o a5'
Daraus folgt:

P )
=qcrofoqg
= hTCC, ogco fo qul © (th,>
= th, hMCB(f) °© th’

und ME = TEME(f)TE
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Beispiele

(1) V =R3 W = R? Wir haben Standardbasen

und auch

eine Basis von R?,

eine Basis von R2.

ERES

Wir erhalten

mit
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5.4. BASISWECHSEL IN VEKTORRAUMEN

Also
1 0 0
, 1/-1 5 1 -2 0
MB,:( )( )—3 -2 7
o\l1 —=3/\o 1 1 c 1

/=171 =31
“2\-13 -1 -13

V = Poly(R)

W = Pol3(R)

A= (1,z,2%) (Basis von V)
B=(1,14z),(1+x)% (1+z)3) (Basis von W)
f:V-w

¢(z) = x¢(x)

Was ist ME(f)?

Sei

C=(,z,2% 23
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5.5. DEFINITION, BEISPIELE UND ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN

Wir erhalten

ME(f) = (ge(£(1), qo(f (), 9o (f(2?))) (5.459)
= (go(f(2)), a0 (f(2?)), 9o (f (%)) (5.460)
000
100
=101 0 (5.461)
00 1
1111
TE = 8 (1) f g) (5.462)
0001
1 -1 1 -1
TS = (T8) ™' = (8 (1) _12 _33 (5.463)
0 0 1
T4 = E® (5.464)
-1 1 -1
A C Al A I -2 3
0 1
(5.466)
Priifen
ME(f) = (g8(f(1)), q8(f(2)), gB(f(z7))) (5.467)
= (¢s(2), qp(?), qp(2*) (5.468)
(D) +(H)(1+2x)== (5.469)
(—1)(1) + (=2)(1 +z) + 1(1 + 2)* = 2* (5.470)
(=D)(1) + B)YA + )+ (=3)1 + )+ (1)(1 +2)* = 2° (5.471)

5.5 Definition, Beispiele und elementare Eigenschaften

Eine Abbildung
A: Mat(n; K) — K (5.472)
heisse eine Determinantenfunktion, falls

(1) A(B) = A(A), wenn B aus A durch Addition einer Spalte zu einer anderen Spalte
entsteht, d.h.

A(A(INL) = A(A), k #1 (5.473)
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5.5. DEFINITION, BEISPIELE UND ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN

(2) A(B) = a- A(A), wenn B dadurch A entsteht, dass eine Spalte von A mit einem
a € K multipliziert wird, d.h.

A(A(IID®) = a - A(A) (5.474)

(o = 0 ist moglich!)

Anmerkungen

(1) A(A) =0 fiir alle A € Mat(n; K) ist eine triviale Determinantenfunktion. Gibt es
andere?

(2) Falls A € Mat(n; K) eine Nullspalte hat, dann nach vorherigem (2)

A(A)=0-A(A) =0 (5.475)

Vorausblick Fiir jedes n gibt es eine eindeutig bestimmte Determinantenfunktion
det : Mat(n; K) — K (5.476)
mit det E™ =1 und

e det B =det A, falls B aus A durch elementare Zeilenumformungen Typ II entsteht.

e det B = —det A, falls B aus A durch eine Vertauschung von Zeilen oder Spalten
entsteht.

e Folgende Aquivalenzen:

det A # 0 < A ist invertierbar (5.477)
< Rang A=n (5.478)
& hy ist bijektiv (5.479)
e und
det(AB) = (det A)(det B) (5.480)
det(A") = det A (5.481)
det(aA) = a""det A (5.482)
e weiter
1
ATl = g tAA#(A# ist die adjungierte Matrix zu A) (5.483)
e
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Lemma 5.5.1 Fiir jede Determinantenfunktion A : Mat(n; K) — K gilt
(i) Rang A <n= A(A) =0
(ii) A(E)=0= A(A) =0 fiir alle A € Mat(n; K)

Beweis Nach Satz 5.3.8 gibt es fir A € Mat(n; K) invertierbare Elementarmatrizen
B, C mit

EM 0

) , Rang A =r (5.484)

(i) Falls r = Rang A < n, hat AC = B"1BAC eine Nullspalte und
A(AC) =0 (5.485)

AC entsteht aus A durch elementare Spaltenumformungen Typ I-III und deshalb
auch (Aufgabe) durch elementare Spaltenumformungen

(I (k #1) (5.486)
und (I11)3(0 # a € K) (5.487)

Daraus folgt
0=A(AC) (5.488)
= AA(A) (fiir ein 0 £ ) € K) (5.489)
(5.490)

Also

A(A)=0 (5.491)

(ii) Sei A(FE) = 0 und A € Mat(n; K). Falls Rang A < n, ist A(A) = 0 nach (i).
Andernfalls ist Rang A = n und BAC = E. Also

A=EB'c™! (5.492)

und A entsteht aus E durch elementare Spaltenumformungen Typ (11 ),{,l(k # 1) und
(I11)¢(0 # a € K). Daraus folgt

A(A) = A A(E)(\ € K) (5.493)
=0 (5.494)
0
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Korollar 5.5.2
(i) Sind Ay : mat(n; K) — K und Ag : Mat(n; K) — K Determinantenfunktion,
dann gilt
A(E) - Ay(A) = Ay(E) - A1(A) (5.495)
fir alle A € Mat(n; K)

(ii) Ist A : Mat(n; K) — K eine Determinantenfunktion mit A(E) =1, dann gilt:

A(AB) = A(A) - A(B) (5.496)
fir alle A, B € Mat(n; K)
Beweis
(i) Die Abbildung
A(A) == Ay (E) - Ag(A) — Az(E) - Ar(4) (5.497)
ist eine Determinantenfunktion (Aufgabe) mit A(E) = 0. Also gilt nach Lemma
5.5.1

A(A) =0 (5.498)

und deshalb
A1(E)Az(A) = Az(E)A1(A) (5.499)

(ii) Seien A, B € Mat(n; K). Die Abbildungen

A1(C) = A(C) (5.500)
Ay(C) = A(AC) (5.501)

sind Determinantenfunktion (Aufgabe). Also gilt nach (i)

A1 (E)A2(B) = Ay(E)A1(B) (5.502)
= 1A(AB) = A(AE)A(B) (5.503)
= A(AB) = A(A)A(B) (5.504)
O
Frage Existiert fiir jedes n eine Determinantenfunktion
A : Mat(n; K) — Kmit A(E™) =17 (5.505)
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Idee Durch Induktion nach n:

o n=1det(a) =«

oen=2
<a11 au) (5.506)
Q21 (2 ’
= (119292 — (X120(x22 (5.507)
(: Oélldet(OéQQ) — Oélgdet(OéQQ)) (5508)
oen=2
a1 Q12 Q13 o o
det Q21 (2023 = andet ( = 23) (5509)
Q32 Q33
Q3] (320033
—algdet <a21 a23> + algdet (a21 Oé22> (5.510)
31 (33 Q31 Q32
= (a11a220a33) + (a12a23031) + (130001 0032) (5.511)
—(az1a22013) — (az2a23001) — (33021 0012) (5.512)

a1z Q13\ o1 o2
Q1 Q2 (23 | Q21 (22 (5.513)
azr 32 azz) azr 032

Eine Abbildung
A:Mat(n; K) = K (5.514)

heisst (Spalten-) multilinear, fals A linear in jedem Spaltenvektor ist, d.h. fiir alle
ALy eeny Qj—1y Qjg 1y oney Oy € K:

T = A(al,...,ai,l,ai+1,...,an) (5515)

ist ein Homomorphismus.
A1y ey @1, AT + BY, Qi 1y eey Qp) = (5.516)
QA(Ay oy Q13 Ty it 1y eeey O) F BA(A1y ooy Gi1, Yy it 1y ey Oy (5.517)
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Satz 5.5.3 Fir jedes n gibt es eine multilineare Determinantenfunktion
det : Mat(n; K) - K

mit detEl = 1.

Beweis Durch Induktion nach n

e Induktionsanfang: n =1

det(a) := «

e Induktionsschritt
Induktionsannahme: die Behauptung gilt fiir n — 1. Sei

A = (o) € Mat(n; K)

und

(5.518)

(5.519)

(5.520)
(5.521)

(5.522)

(5.523)

(5.524)

die (n — 1) x (n — 1) Matrix, die aus (by,...,b,) durch weglassen der k-ten Spalte

entsteht.

Nach Induktionsannahme sind det By, fiir £ = 1...n definiert und multilinear.

Man setzt nun

detA =Y (=1)"aygdet(By)
k—1

(5.525)

Da det By, fur k = 1...n multilinear sind, ist auch det A multilinear (Aufgabe). Daraus folgt

det (A(I11)§) = - detA(a € K)
7 zeigen:

det (A(I1)};) = detA(k # 1)
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Zur Vereinfachung der Schreibweise betrachten wir den Fall k = 1,1 = 2.

ajptoz a3 o Qg

Qo1 + a2 Qa3 - Qg
Q31+ Q32 Q33 - Q3p (5.528)

Qnl + Q2 Qp3  ++ Qnp
det(ar + az, az, ..., an) (5.529)
= (11 + a12)det(ba, bs, ..., by,) (5.530)
— ajadet(by + ba, b3, ..., by) (5.531)
+ aqsdet(by + ba, b, by, ..., by) (5.532)
+--- (5.533)
- (5.534)
= aqdet(by, ..., by) (5.535)
+ aadet(ba, ..., by) (5.536)
— aqadet(by, b3, vy b)) (5.537)
— ajadet(by, bs, ..., by,) (5.538)
+ aqsdet(by, ..., ba, by, ..., by) (5.539)
- (5.540)
= det(ay, ..., an) (5.541)

Man beachtet auch, dass

detE™ = (—1)"(1)detE™Y (5.542)
+0+---+0 (5.543)
=1 (5.544)
O

Bemerkung Sei A : Mat(n; K) — K eine Determinantenfunktion. Dann gilt nach
Korollar 5.5.2 fiir alle A € Mat(n; K)

detE - A(A) = A(E) - detA (5.545)
= A(A) = A(E) - detA (5.546)

Falls auch A(E) =1, ist
A(A) = detA (5.547)

D.h. det A mit der Eigenschaft det ' = 1 ist die eindeutig bestimmte Determinantenfunk-
tion. Man nennt det A die Determinante der Matrix A.
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Die Determinante der Matrix A € Mat(n; K), det A oder |A|, ist induktiv definiert
durch

det(a) := « (5.548)

det A= "(~1)""aydet By (5.549)
k=1

wobei By, die (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die aus A durch Weglassen der ersten Zeile und
k-ten Spalte entsteht.

Frage: Wie berechnet man det A?

Bemerkung
aip 0 -+ 0 ags 0 - 0
] I Y] I (5.550)
0 . 0
X e % app %
= Q1 - Q22 Qpp (5551)
Beispiel
-5 0 0
7T 1 00
det| 1o o o] =EROME) =70 (5.552)
3 -1 2 2
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Lemma 5.5.4 Sei A, B € Mat(n; K).

Dann gilt:
(i) det(AB) = (det A) - (det B)
(ii) det(At) = det A
(iii) det(A(III)¢) = det(II)A) = o det A,a € K
(iv) det(A(ID)}) = det(II)NA) = det Ak #1, A€ K
(v) det(A(D)y) = det((I)A) = —det A
(vi) det(aA) = o™ - det A
Beweis
(i) Korollar 5.5.2 (ii).
(i)

RangA < n = RangA' <n = detA = det(A") =0
RangA=n= A= A1,..., An

(fiir Elementar-Matrizen Ay, ..., A, (Korollar 5.3.9))

detA = det(Aq, ..., Ap) = (detAy)...(detA,,) nach (i)

= (detAY)...(detAL)) (Aufgabe)

= det(A!,...A}) nach (i)

= det((Aq, ..., An)")

= det A

(iii) , (iv) folgen direkt aus der Definition einer Determinantenfunktion und (ii).

(v) Seien
A= (a1, ..., Ak, Qpy .oy Q)
Dann gilt nach (iii), (iv):

detA = det(ay, ..., ar + ay, ..., ap, ..., an)
=det(ay,...,a + aj,...,a; — (ag + ay), ..., ap)
(

=det(ay,...,a + aj, ..., —ag, ..., an)
=det(a1, ..., Qpy ooy —Afgy oy Q)
= —det(a1, ..., Qpy ooy —Qfgy ooy Q)

(vi) folgt direkt aus (iii).
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Beispiele in Mat(4;R)
(i)

0 0 1 -2 7 -1 2 0
0 3 1 5 0 3 1 5
det 1o 1 o o | =%, 1 -2
0 0 -5 3 0 0 -5 3
7 -1 2 0
0 3 1 5
=—detly o 1 o
0 0 0 —7
— —(NE)(-T) = 147
(ii)
1 -2 3 -1
2 5 1
det 9 4 _6 2 =0
7 -3 9 1
(Zo = —2- Z1)
(i)
1 2 0 7 1 20 7
29 -3 1 -9 0 11 5
det g | 7 _g|=det 77 16
0 2 0 9 2 0
12 0 7
0 1 1 5
=detf o 0 0 19
0 0 —7 —45
12 0 7
o 11 5
“lo o =7 -4
0 0 0 —19
= —(-1)(-1)(-T)(-19)
— 133

Bemerkung Betrachten Sie die Késtchenmatrix

(‘3 g) € Mat(n; K)

mit A € Mat(r; K),B € Mat(r,n—7r;K),D € Mat(n —r; K)
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Nach Lemma 5.5.4 erhalt man:

aq
0
detA = \ - det .
0
01
0
detD = p-det |
0
Also auch
aq ES
detM = M\ - det ar
. 5,
0 0
Ahnlicherweise

*
0 o
* ... *
. *
0 o
fiir \,p e K
*

= (detA) - (detD)

det A 0 = (detA) - (detD
(& p) = ety (@ern)

¢ D

5.6 Inversen und Determinanten

(5.579)

(5.580)

(5.581)

(5.582)

(5.583)

Es gibt eine interessante Beziehung zwischen dem Inversen und der Determinanten einer
Matrix. Fiir ein invertierbares A € Mat(n; K) gilt

R

wobei A% die adjungierte Matrix zu A ist.

#

- detA

Satz 5.6.1 Fir A € Mat(n; K) sind dquivalent:

(1) A ist invertierbar
(2) detA # 0

Ist dies der Full , so gilt

det(A™Y) = (detA)™?
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Beweis
e (1) =(2)
A ist invertierbar (5.586)
> A-A'=F (5.587)
= det(A-A7Y) = detE (5.588)
= (detA)(detA™') =1 (5.589)
= detA # 0 (5.590)
det(A™1) = (detA)™! (5.591)
° (2)=(1)
detA # 0 (5.592)
= RangA = n nach Lemma 5.5.1 (5.593)
= A ist invertierbar (5.594)
g
Daraus folgt
ai,...,ap € K™ sind linear abhéngig (5.595)
< a1x1 + ... + apzy, = 0 ist nicht trivial 16sbar (5.596)
& det(ay, ..., an) = 0 usw... (5.597)
Sei nun
A = (a;5) € Mat(n; K) (5.598)
= (ay,...,an),n > 2 (5.599)
und (eq, ..., e,) die Standardbasis von K™.
Man setzt
af;» =det(ai, ..., ai—1,€j,Ajt1,...,an) firi,j =1..n (5.600)
die Kofaktoren von A.
Die Matrix
A* = (a}) € Mat(n; K) (5.601)

heisst die adjungierte Matrix zu A (oder Adjunkte von A).

Sei A;; die (n —1) x (n—1)-Matrix die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten
Spalte entsteht.

146



5.6. INVERSEN UND DETERMINANTEN

Lemma 5.6.2 Fiiri,j =1..n gilt

O‘Z? = (=1)" det A (5.602)
Beweis
Q11 o -1 0 Qiir1 r Qlp
0
af;. = det aj,l . Oéj,i—l 1 aj,i+1 e aj,n (5603)
0
Oén71 . Oén,ifl 0 an7i+1 e an,n
04171 “ee 0(172'71 0 al,i+1 e al,n
= o - 0 1 0 e 0 (5.604)
On,1 *° Opg-1 0 Qpit+l "+ Opnp
= (—1)itJ
(—=1)""det (O A¢j> (5.605)
= (1) det(A;j) (5.606)
O
Wir zeigen néchste Woche:
1
A ist invertierbar = A™! = Tord A (5.607)
e
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Beispiel
2 4 3
A=(0 1 -1 (5.608)
35 7
oﬂfl = (=1)" det (é _71> =12 (5.609)
4 3
0412——‘5 7‘——13 (5610)
4 3
0413:‘1 _1’:—7 (5.611)
0 —1
a9l = — ‘3 7 ’ =-3 (5.612)
2 3
99 = 3 7 =5 (5.613)
2 3
0423——‘0 _1’—2 (5.614)
0 1
3] = 3 5 =-3 (5.615)
2 4
a32_—‘3 5‘_2 (5.616)
2 4
0433:‘0 1':2 (5.617)
12 —13 -7
A*=|-3 5 2 (5.618)
-3 2 2
01 -1
detA=—det |2 4 3 (5.619)
35 7
4 3 2 4
= —det (5 7>+det <3 5> (5.620)
=5+ (-2)=3 (5.621)
2 4 3 12 —13 7
A-AF =101 -1 -3 5 2 (5.622)
35 7 -3 2 2
300
=(0 3 0 (5.623)
003
L (12 13 T
A—lzg -3 5 2 (5.624)
-3 2 2
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det(aq1)(n=1)

det A := Z(—l)k+1a1kdet Aig(n >2)
k=1

a?j = det(ai1, ..., @i—1, €}, ait1, ..., an) (Kofaktoren von A)
= (—1)"*det Aj;(Lemma 5.6.2)
A#F = (ozz%)

Zu zeigen

1
A invertierbar = A™! = Tet AA#

Idee wir zeigen
AA* = A#A = (det A) - E

d.h. fir1 <45 <n:

n n
D aual; =Y afiak
k=1 k=1

= 5ij - det A

1 i=j

wobei 9;; 1= {0 andernfalls
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Beispiel

= (detA)(SQQ
3
Y afar = (=1)(3) + (3)(1) + (=1)(0) = 0
k=1

= (det A)do1 usw.

AA#(

Satz 5.6.3 Fir A€ Mat(n; K) und 1 <i,j <n gilt

S O
o N O
~N © O

n
Z aiakj = 5ij -det A
k=1
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Beweis
> afan; (5.648)
k=1
= Z(det(al, sy Aj—1, €5, Qi 1y --ny an)akj) (5649)
k=1
= Zdet(al, ey Qi1 Okjy €5y Qi1 ey ) (5.650)
k=1
= det(ay, ..., a1, Zakjej, Ajt1, ..., ap) (det ist multilinear) (5.651)
k=1
= det(al,...,ai,l,aj,aprl,...,an) (5652)
_ fdetA i1=7
- { 0  andernfalls (5.653)
O
Anmerkung
aff = (—1)"det Ay; (5.654)
= (=1) T det((A");;) (5.655)
= (AH# = (A7) (5.656)
=Y apaf; = d;det A (5.657)
k=1
Korollar 5.6.4 Fiir A € Mat(n; K) gilt
AAY = A% A = (det A)E (5.658)
und falls A invertierbar ist
o L (5.659)
det A
Bemerkungen
(1) Fiir A invertierbar:
AA? = (det A) - E (5.660)
= det(AA™) = det((det A)E) (5.661)
= (det A)(det A%) = (det A)" (5.662)
= det A% = (det A)" ! (5.663)
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(2) Fir A € Mat(n; K) git:
det A = Z aﬁaki
k=1

=3 (~1)"*Faydet Ay (Satz 5.6.3 mit i = j)
k=1

n
_ E #
= Qi
k=1

== Z(—l)iJrkOtikdet A,k
k=1

Beispiel
08 =i 15 -
=(-D*3@2) [0 3 -1
1 2 -3 2 0 1 1
0 1 1 0
3 -1
_ RN S
= 2000}
=38
(3) Betrachten Sie ein lineares Gleichungssystem
Ax =b
mit invertierbarer Matrix
S)1 1
Ae Mat(in; K),b=| : |eK"'z=]| : | €e K"
Bn Ln

Es gibt eine eindeutig bestimmte Losung
r=A"1b

und nach Korollar 5.6.4

1

- A#p
T et A
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dass heisst

1 n
Ti = Jet A ]z; i B (5.675)
_ LN e e ) (5.676)
= detAj:1 JAEL ALy ey Aj—1,€jy eny Ay .
1 n
= detAdet(al,...,ai_l,;ﬁj,ej,...,an) (5677)
1
= detAdet(al, ...,ai_hb, Ai41, ...,an) (5678)
Cramersche Regel
1
Az = b, A invertierbar = z; = wdet(al, ey Q1,0 Q41 ey ap) (5.679)
Beispiel
2x1 + 4xo + 623 = 18 (5.680)
4x1 + dxo + 63 = 24 (5.681)
3r1+x2 — 203 =4 (5682)
2 4 6
d=14 5 6|=2(—16)—4(—26)+6(11) =6#0 (5.683)
3 1 =2
18 4 6
di=124 5 6 |=18(—16) —4(—72)+6(4) =24 (5.684)
4 1 =2
2 18 6
dy=14 24 6 |=2(—72)—18(—26) + 6(56) = —12 (5.685)
3 4 =2
2 4 18
dz3=14 5 24 (5.686)
3 1 4
= 2(—4) — 4(—56) + 18(11) = 18 (5.687)
d 24
Tl pi 5 (5.688)
dy —12
To 4 5 (5.689)
ds 18
— B _2_3 5.690
z3= o= g (5.690)
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5.7 Permutationen

Zur Erinnerung... Fiir eine nichtleere Menge M ist

S(M) = {f € Abb(M, M) : f bijektiv} (5.691)
mit Komposition
o:S(M)?* — S(M) (5.692)
definiert durch
fog: M — M,mw~ f(g(m)) (5.693)

eine Gruppe, die symmetrische Gruppe von M, mit neutralem Element idy; und
Inversen Elementen f~!.
Falls M = {1, ...,n}, schreibt man

Sy, statt S(M) (5.694)

und nennt S,, Permutationsgruppe und die Elemente von S,, Permutationen.

Man schreibt Elemente von S,, in der Form

1 2 e n
1= (i ny - w) (56%)
mit
Beispiel S35 hat 6 Elemente
1 2 3 1 2 3 1 2 3
(1 2 3) ’ (1 3 2) ’ (2 1 3) (5.697)
1 2 3 1 2 3 1 2 3
(2 3 1) ’ (3 1 2> ’ (3 2 1) (5.698)
(oder (), (23),(12), (13), (123), (132)) (5.699)
Sei nun
A = (045) = (a1, ..., an) € Mat(n; K) (5.700)
mit
a; = Zn: Qj,i€4i € Kn(l = 1n) (5701)

Ji=
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Dann gilt
n n
det A = det Z Qi 1€j, s Z A, n€ijn (5.702)
ji=1 jn=1
n n
= Z Z (15 ey 0y, m)det(eji, ..., €5, ) (det ist multilinear) (5.703)
Jji=1 Jn=n
Auch
det(ej,,...ej,) #0< I : {1,...,n} = {1,...,n}i—j (5.704)
ist eine Permutation, d.h.
e S, (5.705)
Man setzt fir IT € S,
e(IT) := det(epi(1)---epin)) (= 1 oder — 1) (5.706)

das Signum der Permutation IT und erhélt

detA = Z (E(H)aPi(l),l"'aPi(n),n) (5707)
I1esS,

= Y (M), pi1)---n,Pi(n)) (5.708)
1es,

Beispiel

A (Zi gz) (5.709)
()
det:e(G §)>a11a22+6(<; f))auam (5.711)

= (110292 — (X120¢21 (5.712)

(Leibniz-Formel)

Fiir eine Permutation II € S,, heisst
P = (enqy; - enmy)) = (din@)) € Mat(n; K) (5.713)

eine Permutationsmatrix.

man beobachtet, dass
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e detPp; = ¢(II) (1 oder -1)
o PP, = Pruop(Il,p € Sy)
e Pre; = eqg(i =1..n)

o PLPI=F

Die Menge aller Permutationsmatrizen in Mat(n; K) ist deshalb eine (zur S,, isomorphe)
Untergruppe GL(n; K).

Satz 5.7.1 LR-Zerlegung
Ist A € Mat(n; K) invertierbar, dann gibt es

e cine Permutationsmatriz P
e cine untere Dreiecksmatriz L mit allen Diagonalelementen gleich 1

e cine obere Dreiecksmatric U mait

PA=LU (5.714)
Beweis Aufgabe. O
Beispiel
0 2 3
A=1|2 —4 7| € Mat(3;R) (5.715)
1 -2 5

mit elementaren Zeilenumformungen Typen I-I1

0 2 3 1 -2 5
2 4 7|21 25— |2 -4 7 (5.716)
1 -2 5 0 2 3
1 -2 5
Zy— Zy—27; — |0 0 -3 (5.717)
0 2 3
1 -2 5
Zys 73— (0 2 3 (5.718)
0 0 -3

(5.719)
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ergibt die Permutationsmatrizen

0 01
Pr=|(0 1 0| entspricht [:Z; <> Z3 (5.720)
1 00
1 00
P,=10 0 1] entspricht I:Zy <> Z3 (5.721)
010
(5.722)
Sei
0 01
P=PRBP =11 00 (5.723)
010
Dann
0 01 0o 2 3 1 -2 5
PA=1|1 0 0 2 -4 71=10 2 3 (5.724)
01 0 1 -2 5 2 -4 7
1 -2 5
11 :73—7Z3—-2Z;10 2 3 1=U (5.725)
0O 0 -3
(5.726)
d.h.
1 00
0 1 0)|PA=U (5.727)
-2 0 1
und
PA=LU (5.728)
mit
1 0 0
L=1]10 1 0 (5.729)
2 01
Betrachten Sie nun
7
Az =1 9 | =b (5.730)
—6
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Wir haben
7 —6
LUrx=PAz=P| 9 | =1| 7 (5.731)
—6 9
Wir suchen zuerst y € R? mit
—6
Ly=1| 7 (5.732)
9
1 00 Y1 —6 —6
010 wl|l=17]=>y=17 (5.733)
2 01 Y3 9 21
und dann z € R? mit
—6
U= |7 (5.734)
21
1 -2 5 x1 —6 57
0 2 3 |=(7]=2z=|14 (5.735)
0 0 =3 x3 21 —7
Anmerkung Man kann oft L und R schnell berechnen, z.B.
1 -2 5 1 00 d e f
0 2 3]=[a 1 O 0 g h (5.736)
2 -4 7 b ¢ 1 0 0 9
1 00 1 -2 5
=la 1 0 0 g h (5.737)
b ¢ 1 0 0 =«
1 00 1 -2 5
=({0 1 0 0 g h (5.738)
2 ¢ 1 0 0 =1
1 0 0 1 - 5
=({0 1 O 0 2 3 (5.739)
2 0c 1 0

Sei nun A € Mat(m,n; K) und 1 < s < min(m,n)
Falls B aus A durch Weglassen von m — s Zellen und n — s Spalten entsteht, heisst
B € Mat(s; K) eine s x s-Untermatrix von A.
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Zum Beispiel

1 5 1 -7
-1 0 2 1 (5.740)
2 -7 3 9
1 1 -7
=1-12 1 (5.741)
2 3 9

N <_57 _97> (5.742)

Die Determinante einer s x s-Untermatrix von A heisst eine s-reihige Unterdetermi-
nante von A.

Satz 5.7.2 Fiir 0 # A € Mat(m,n; K) sind dquivalent
(1) Rang A=r

(2) (a) Es gibt eine r-reihige Unterdeterminante von A, die nicht Null ist.
(a) Jede (r + 1)-reihige Unterdeterminante von A ist Null

Beweis Es geniigt zu zeigen

Rang A > k < es gibt eine k x k-Untermatrix von A mit Determinante ungleich Null
(5.743)

< Sei B eine k x k Untermatrix von A mit det B # 0.
Daraus folgt Rang B = k und deshalb auch Rang A > k.

= Ist Rang A > k, so gibt es k linear unabhéngige Zeilen in A. Nach Vertauschungen
konnen wir sie in die ersten k Zeilen bringen (der Rang #ndert sich dadurch offen-
sichtlich nicht).
Es gibt in dieser Matrix k linear unabhéingige Spalten, die wir in die ersten k Spalten
bringen kénnen. Man erhalt:

B
k (5.744)
(5.745)
k
Also ist B eine Untermatrix von A mit det B # 0 0
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Beispiel
1 0 2 0 -1
0O 1 0 0 2
-1 0 1 0 5
Rang 0 1 0 2 -117 4 (5.746)
0 -3 0 0 -6
0O 1 01 -1
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Quiz

1

Das Produkt zweier invertierbarer Matrizen ist invertierbar.

2) Ist A € Mat(n; K) nicht invertierbar, dann hat Az = b unendlich viele Losungen.

3) Ist A € Mat(n; K) invertierbar, dann gilt det(A™!) = det(A)~!.

5

Ist A € Mat(n; K) invertierbar, dann gilt (A")~! = (A71)L,

6) Fiir A € Mat(m,n; K) gilt Rang A = Rang A'.

7) Fir A € Mat(m,n; K) gilt Kern A = Kern A'.

(1)
(2)
(3)
(4) Fur A € Mat(n; K) und « € K gilt det(aA) = adet A.
(5)
(6)
(7)
(8)

8) Fir A € Mat(m,n; K) ist Kern A # {0} gdw die Spalten von A linear abhéingig

sind.

(9) Sind ay, ..., a, in einem Vektorraum V' der Dimension n linear unabhéngig, dann ist
{ai,...,a,} eine Basis von V.

(10) Ist A € Mat(m; K) invertierbar und B € Mat(m,n; K) dann gilt Bild AB = Bild

B.

(11) Jede Matrix A € Mat(n; K) ist ein Produkt von Elementar-Matrizen.

(12) Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Welche der folgenden Mengen sind linear unabhéngig und/oder Erzeugendensys-

teme?

(13)

(14)

(15)

0 7 -5

4 2 1
R4*{ _3 ’ 0 ’ 0 }

2 1 2

C tiber R: {2 —3:,5+ Ti}

—1
2 -1 1
Kern <3 0 1) A{ :15 }
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(16)
1 1 10 00 01
w0 .00 e
Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen iiber R:
(17)
3 -2 1
-1 6 1 (5.751)
2 3 0
(18)
0 1 4 3
-3 =2 0 0
3 4 5 0 (5.752)
5 0O 0 O
(19)
-2 3 0 0 O
1 1 0 0 O
0O 0 0 1 2 (5.753)
0 0 -3 0 0O
0O 0 0 1 -1
(20)
1 1
a b ¢ (5.754)
a? b2 2

Zusatzaufgabe Bestimmen Sie die Determinante von A € Mat(n; K), falls
(i
(ii

) A=l = A! (orthogonale Matrix, A invertierbar)
) A

(iii) A*¥ = 0 fiir ein k € N (nilpotente Matrix)
) A

= —A (schiefsymmetrische Matrix, n ungerade)

(iv A (idempotente Matrix)
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Losungen

(1) Wahr.

(2) Falsch. Az = 0 ergibt unendlich viele Losungen.

(3) Wahr.
det(A™V)det A=det A1 A (5.755)
=detE (5.756)
=1 (5.757)

(4) Falsch: det A = o™ det A

(5) Wahr
AH(AHE = (A7 A) (5.758)
=FE'=F (5.759)

(6) Wahr. Spaltenrang = Zeilenrang.
(7) Falsch. Es ist moglich, dass z.B. m # n ist.

(8) Wahr. Normalerweise betrachtet man aber Kern A = 0, wenn Spalten unabhéngig
sind.

(9) Wahr. In jedem Vektorraum mit Dimensionen mm,n gibt es eine Basis.

(10) Falsch. Die Frage ist: Andert sich das Bild durch Zeilenumformungen?

Bild AB # Bild B (5.760)
Bild BA = Bild B (5.761)
Falsch.
Wahr, wenn auch bislang unbewiesen fiir nicht-endliche Vektorrdume.
Linear unabhéngig, aber keine Basis (Dimension 4, aber nur 3 Vektoren).
Linear unabhéngig, Erzeugendensystem, Basis. (vgl. Standardbasis: {1,i})
Rang der Matrix: 2. 3 Spalten, d.h. 3-2 = 1 Vektor im Kern. Dies ist eine Basis.

Vektoren sind linear abhéngig, nur 3 sind linear unabhéngig. Kein Erzeugendensys-
tem.
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(17)
3
-1
2
(18)
0 1 4 3
-3 =2 0 0
8 4 5 0
5 0 00
(19)
-2 3 0 0 O
1 1 0 0 0
0O 0 0 1 2
0 0 -3 0 O
0 0 0 1 —1
(20)
1 1 1
a b c
a? v 2
Zusatzaufgabe
(i)

1
-2 1 3 1
=2 (5125 )
0) 6 1 -1 1
=—-16—-12 = —-28

0 1 4 3

8 4 5 0

5 0 0 0

A—l

= At

= E = AA

= det E = det AA!

= det E = (det A)(det A")
= 1= (det A)?

= det A =1 oder — 1.
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(i)
At=-A
= detA' = det(—A)
= det A= (—1)"det A
= det A= —det A

=detA=0
(iii)
Ak =0

= det AF = det0

= (det A)* =0

=detA=0
(iv)

A=A

= det A2 = det A
= (det A)*> = det A
= det A =0 oder 1
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abelsch, 29, 32, 38
abelsche Gruppe, 27

assoziative K-Algebra, 105

Automorphismus, 73

Basis, 56, 60
Cramersche Regel, 153

Determinante, 141
Determinantenfunktion, 135
Dimension, 56

direkte Summe, 87
Dualraum, 85

Ebene, 4

Einselement, 36

elementare Zeilenumformungen, 20
Endomorphismus, 73
Erzeugendensystem, 56

Gauss-Eliminationsverfahren, 15, 22
geordnete Basis, 124
geordnete n-Tupel, 25
Gleichungssystem
homogen, 58
inhomogenes, 69
linear, 5
Gruppe, 25, 27
Permutationsgruppe, 28
Untergruppe, 32
zyklische Gruppe, 34
Gruppenhomomorphismen, 32
Gruppoid, 26

Halbgruppe, 26
Halbverband, 26
homogen, 8

Homomorphismus, 33, 42
iiber Vektorrdumen, 71

idempotent, 26
Isometriegruppe, 27
Isomorphismus, 31, 32, 73

Korper, 25, 38
Kofaktoren, 146
Komplement, 89
komplexe Zahlen, 39
Komponenten, 9
Korollar

Bild-Kern Zerlegung, 92

Leibniz-Formel, 155

Lemma
Abhéngigkeitslemma, 54
Eindeutigkeitslemma, 62
Fundamentallemma, 59
Schrankenlemma, 54

lineare Unabhéngigkeit, 52

Linearform, 84

Linearkombination, 48

Matrizen, 9
Ubergangsmatrix, 127
adjungiert, 145, 146
Diagonalelemente, 95
Diagonalmatrix, 95
Elementarmatrizen, 114

erweiterte Koeffizientenmatrix, 15

inverses Element, 95
Invertierbarkeit, 107
kanonische Basis, 96
Koeflizientenmatrix, 15
Komponenten, 94
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rechnen mit, 9 n-stellig, 26
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Spaltenvektor, 95, 97
symmetrische Matrizen, 96
Transponierung, 96
Untermatrix, 158
Zeilenindex, 94
Zeilenvektor, 10, 95, 97
multilinear, 139, 140

Zahlengerade, 4
Zeilenstufenform, 17

Nullabbildung, 72
Nullmatrix, 10
Nullraum, 43
nullteilerfrei, 37, 39

Permutationen, 154
Permutationsgruppe, 28
Projektion, 93

Rang, 67
Raum, 7
Ring, 25, 36

Satz
Aquivalenzsatz, 81
Aquivalenzsatz fiir Invertierbarkeit, 109
Basissatz fiir endl. erz. Vektorrdume, 63
Dimensionsformel fiir Summen, 91
Dimensionssatz, 64
Invarianz-Satz, 100
Normalformsatz, 116

Signum, 155

Spaltentheorie, 40

Spaltenvektoren, 10

Standardbasis, 122

triviale Losung, 58

Unterraum, 46, 50
Unterring, 37
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