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1 Vektorrdume und Basen

1 Vektorraume und Basen

Themen
e Wiederholung der Hauptideen
e Geordnete Mengen und das Zornsche Lemma

e Satz: Jeder Vektorraum hat eine Basis

1.1 Definitionen, Eigenschaften, Beispiele

Zur Erinnerung... Ein Vektorraum V iiber einem Korper K ist eine Menge zusammen
mit zwei Verkniipfungen:

e +:V xV — V (Addition)

o = K xV — V (skalare Multiplikation)
wobei

e I mit + ist eine abelsche Gruppe

o fiira,f € Kund v,w e V:

(a+gp)-v=a-v+p-v (1.1)
a-(v+w)=a-v+a-w (1.2)
(a-8)-v=a-(8-v) (1.3)
l-v=w (1.4)
Beispiele
(i) Der Standardraum K™ iiber K besteht aus der Menge aller Spaltenvektoren
o1
K'={| : |} (1.5)
Qo

mit komponentenweisen Addition und skalarer Multiplikation.

(ii) Mat(m,n; K) mit Matrixaddition und skalarer Multiplikation.



1.1 Definitionen, Eigenschaften, Beispiele

(iii) Alt(n; K), die Menge aller n x n-Matrizen A iiber K mit A® = —A (schiefsymmetri-
sche Matrizen) ist ein Unterraum von Mat(n; K).

0 cAlt(n; K) (1.6)
A'=-A,B'=-B (1.7)
= (M) = A= —(\A) (1.8)

= (A+B)!=A"+DB (1.9)
=—-A-B=—-(A+DB) (1.10)

(iv) C ist ein Vektorraum iiber R; auch Mat(m,n;C) (als eine Menge) iiber R.

(v) Abb(M, K) die Menge aller Abbildungen von M # () nach K mit Verkniipfungen
definiert durch:

(¢ +x)(2) = ¢(z) + x(z) (L.11)
(Ap)(z) = Ag(x) (1.12)

ist ein Vektorraum {iiber K.
(vi) Abb(R,R) hat Unterrdume:
— PolR :={ap + a1z + ... + apz” : ap, ..., a, € R}
— C(R) := {¢ € Abb(R,R) : ¢ ist stetig}
(vii) Abb(N,R), der Vektorraum aller reellen Folgen F, hat Unterrdume:
— Fp :={a € F:a ist beschriankt}
— Fi :={a € F : a ist konvergent}

Zur Erinnerung... Sei E eine Teilmenge eines Vektorraums V iiber K.
e F heisst Erzeugendensystem von V', wenn

V = Span E (1.13)
(Span® = {0}) (1.14)

V heisst endlich erzeugt, wenn es ein endliches Erzeugendensystem von V' gibt.

e F heisst linear unabhiingig (andernfalls linear abhéngig), wenn fiir alle n verschie-
denen Elemente v1, ..., v, von V gilt:

a1v] + ..apvy, =0 (1.15)
a1 =..=a,=0 (1.16)
(a1, ., an € K) (1.17)



1.1 Definitionen, Eigenschaften, Beispiele

e F heisst eine Basis von V', wenn E ein linear unabhingiges Erzeugendensystem ist.

Sei nun V' ein endlich erzeugter Vektorraum iiber K:

e Falls V ein Erzeugendensystem von n Elementen hat, dann sind je n + 1 Elemente
von V linear abhz’ingigﬂ

e Jede linear unabhingige Teilmenge von V' kann zu einer (endlichen) Basis ergéinzt
werden.

Idee Seien vy, ..., v, verschiedene linear unabhéngige Elemente von V. Ist {vy, ..., v, } kein
Erzeugendensystem, dann gibt es

Unt1 € V' \ Span{vy,...,vn} (1.18)

wobei {v1, ..., v, } linear unabhéngig ist.
Daraus folgt, dass V eine endliche Basis hat und je zwei Basen von V gleich viele
Elemente haben: die Dimension, dim V', von V]

Beispiele
(i) Die Standardbasis von K" ist {eq, ..., e,} mit

0

ei=| 1] < 1in der i-ten Zeile (1.19)

und dim K™ =n

(ii) Die Standardbasis von Mat(m,n; K) ist

{(Ey;:1<i<m,1<j<n} (1.20)
mit E;; = (ey;) wobei
(1 k=il=j
Ckl = {0 andernfalls (1.21)

dim Mat(m,n; K) = mn

Lemma 3.3.2, lineare Algebra I
2Satz 3.4.2, lineare Algebra I



1.2 Geordnete Mengen

(iii)
0 a B
Alt(3;R)={|l —a 0 ~|:a,8,7v€R} (1.22)
-8 = 0
Man beachte, dass
0 a B
—a 0 v | =a(Fi2— Ex)+ B(Ei3 — Es31) + v(Ea3 — E32) (1.23)
-8 = 0
und
a(E1g — Ear) + B(E13 — E31) +v(Ea3 — E32) =0 (1.24)
=a=0=v=0 (1.25)

Also ist { E1o— E21, E13— E31, Eas— E32} eine Basis von Alt(3;R) und dim Alt(3;R) =
3.

(iv) {1,4} ist eine Basis von C tiber R (auch {1+44,1—1d}, {7—3i,5+2i}) und dim C = 2.
Mat(2;C) tiber R hat eine Basis:

{E11, B2, E91, B2, 1E11,1F12,1E21, 13} und (1.26)
dim Mat(2,C) =38 (1.27)

Beobachtung PolR (auch C(R), F, ...) ist nicht endlich erzeugt: fiir jedes endliche E C
PolR git es n € N wobei 2" ¢ Span E

{1,2,2% 23,...} (1.28)

Frage: Hat jeder Vektorraum eine Basis?
Antwort: Ja! Aber wir miissen das so genannte “Zornsche Lemma” (dquivalent zum
“Auswahlaxiom”) annehmen[}]

1.2 Geordnete Mengen

Eine Halbordnung (auch Partialordnung oder Teilordnung) einer Menge X ist eine
bindre Relation

<CRxXR (1.29)

(man schreibt « < y statt (z,y) €<) so dass fiir alle z,y,z € X gilt

3Dieses ist nicht “bewiesen”. Gemiss Godel ist dieses widerspruchsfrei mit den Grundsitzen der beste-
henden Mathematik, das Gleiche gilt aber auch fiir die Umkehrung des Lemmas.



1.2 Geordnete Mengen

(i) = <z (Reflexivitit)
(ii) z <yund y < z = = < z (Transitivitit)

(iii) z <y und y <z = = =y (Antisymmetrie)

X mit < heisst eine halbgeordnete Menge. Falls auch fiir alle x,y € X gilt:

(iv) z < y oder y < x heisst < eine Totalordnung und X mit < eine totalgeordnete
Menge.

Beispiele

(i) Sei “<” die kleiner-gleich Relation: Dann sind N mit <, R mit < usw. totalgeordnete
Mengen.

(ii) Sei Y eine Menge von Mengen. Dann gilt fiir alle A, B,C € Y: A C A, A C B und
BCC=ACC MitAC Bund BC A= A= B. Also ist Y mit < eine
halbgeordnete Menge (nicht notwendigerweise totalgeordnet).

(iii) N mit Teilbarkeit —
x|y gdw y ist teilbar durch (1.30)
ist eine halbgeordnete (nicht totalgeordnete) Menge.

Beobachtung Man kann eine endliche halbgeordnete Menge durch einen sogenanntes
“Hasse Diagramm” darstellen.
z.B. P({a,b,c}) mit C:

ab ac be
a b C



1.2 Geordnete Mengen

O\
NN
N\

N



1.2 Geordnete Mengen

Vorlesung vom 24.02.2012

Beispiele

(i) Eine Menge W von Woértern mit der alphabetischen / lexikographischen Ordnung
(Totalordnung) (“Apfel” < “Bér” < “braun” < ...)

(ii) Die Unterrdume eines Vektorraums mit C

yaN
N

X ={a,b,c,d} (1.31)
C={(a,a),(a,b), (a,c),(a,d),(b,b),(b,c),(bd),(cc),(cd),(d,d)} (1.32)

Sei X mit C eine halbgeordnete Menge.
e ¢ € X ist eine obere Schranke fir Y C X wenn b <aVbeY

e ¢ € X ist ein maximales Element, wenn es kein b € X mit b # a und a < b gibt

Beispiel
e P({a,b,c})\{a,b,c}, C:

{a;0}  {a,c} {bc}

\\/

{a, b}, {a,c} und {b, ¢} sind maximale Elemente.




1.2 Geordnete Mengen

e Untere Schranken und minimale Elemente sind analog definiert. (X, C) heisst
induktiv, wenn jede totalgeordnete Teilmenge Y von X eine obere Schranke in X
hat. (Ist X endlich, dann ist (X, C) immer induktiv. Aber z.B. (N, C) ist nicht
induktiv.)

Das Zornsche Lemma
Eine induktive halbgeordnete Menge hat ein maximales Element.

Satz 1.2.1 Jeder Vektorraum V hat eine Basis.

Beweis Sei X die Menge aller linear unabhéngiger Teilmengen von V. Wir zeigen, dass
(X, Q) induktiv ist. Sei Y eine totalgeordnete Menge von X. Wir behaupten, dass

B=[]J4A (1.33)

AeY

linear unabhéngig ist und deshalb eine obere Schranke von Y in X. Man betrachtet
arv1 + ... + apv, = 0 mit aq, ..., € K und vy, ...,v, € Bd.h. firi=1,...,n:v; € A; fur
ein A; € Y. Man darf auch annehmen: A; C A, C ... C A,, da Y totalgeordnet ist. Also
ist v; € A, fiir i = 1,...,n und weil A,, linear unabhéngig ist, folgt a3 = ... = a,, = 0, d.h.
B ist linear unabhéingig. Nach dem Zornschen Lemma erh&lt man ein maximales Element
M von X. Nach Definition von X ist M linear unabhéngig.

Ist M ein Erzeugendensystem von V7
Seiv € V. Ist v ¢ Span M, dann ist M U{v} linear unabhéngig. Dies steht im Widerspruch
zur Maximalitét von M. Also Span M =V und M ist eine Basis von V. O

Bemerkung Das Zornsche Lemma ist dquivalent zu:

e dem Auswahlaxiom: “Fiir jede Menge von nichtleeren Mengen X gibt es eine
Funktion

fiX 5 uUXx (1.34)

wobei Y € X = f(Y) e Y.
Beispiel: X = {{a},{b,c},{a,b,c},N}
f({a}) =a, f({a,b,c},) = b, f({b,c}) = b, f(N) = 73

e dem Wohlordnungssatz: “Fiir jede Menge X gibt es eine "Wohlordnung’ C, d.h.
eine Totalordnung von X, wobei jede nichtleere Teilmenge von X ein kleinstes Ele-
ment beziiglich C hat.”

Beispiel: (N, <) ist eine wohlgeordnete Menge, aber nicht (Z, <) (kein kleinstes Ele-
ment) oder (R,<): 0 <1< —1<2< —-2< ... (hat R eine Wohlordnung?)

10



2 FEigenvektoren

2 Eigenvektoren

2.1 Homomorphismen und Matrizen

Zur Erinnerung: Seien V und W Vektorraume iiber demselben Korper K. Eine Abbildung
f:V — W heisst Homomorphismus (lineare Abbildung), wenn

(1) fle+y)=f@)+ fly)z,yeV
(2) flax)=af(z)xeV,a e K

Daraus folgt (durch Induktion):

f (Z} ai”i) = ;aif(vi) (2.1)

Man definiert auch: Kern f := {v € V : f(v) = 0}, Bild f := {f(v) : v € V} und zeig{]
dass wenn V endlich erzeugt ist, gilt:

dim Kern f 4+ dim Bild f = dimV’ (2.2)

Beispiele

(i) Sei A € Mat(m,n; K). Dann ist hg : K™ — K™,z — Az ein Homomorphismus

ha(az + By) = A(az + By) (2.3)
= oAz + Ay (2.4)
= aha(z) + Bha(y) (2.5)

(ii) Der transponierte Operator f : Mat(m,n; K) — Mat(m,n; K), A — AT ist ein
Homomorphismus, eigentlich ein Isomorphismus.

(iii) Die Abbildung

f:CJ[0,1] = R (C[0,1] = {¢ € Abb([0,1],R), ¢ stetig.}) (2.6)
1
b /0 b(a)dx @7
1 1 1
/0 (ag + Bx)(z)dr = 04/0 ¢(x)dx + B/O x(x)dx (2.8)

!Lineare Algebra 1, Satz 4.2.5

11



2.1 Homomorphismen und Matrizen

Man kann Homomorphismen zwischen endlich erzeugten Vektorrdumen mit Matrizen
darstellen, z.B.

f:R? o R Z o 28 (2.9)
' '\ —a+fB—3 :

ist beziiglich der Standardbasen durch Linksmultiplikation mit der Matrix

(120 210

gegeben.
Beachten Sie, dass

—_

(-)@eoe) e
G ORI
O RN TG R

Fiir einen Homomorphismus f : K™ — K™ betrachtet man f(e;) = > ajjei, j = 1..n

und erhélt f(z) = Az mit A = (o).

Sei nun V ein endlich erzeugter Vektorraum iiber K und B = (vy,...,v,) eine geordnete
Basis von V. Man definiert

gp:V — K" (2.14)
Qg

vis | (2.15)
Qp

mit v = (aqv1 + ... + ayv,) ein Isomorphismus von V in K™. Sei auch W ein endlich
erzeugter Vektorraum {iber K und C' = (wy, ..., wy,) eine geordnete Basis von W. Fiir ein
Homomorphismus f : V — W betrachtet man

i) = Zaijwi,j =1l.n (2.16)
Q5

d.h. go(f(vj) = | (2.17)
Oémj

12



2.1 Homomorphismen und Matrizen

und erhalt

ME(f) = (i) = (go(f (1)), - ao(f (vn))
die Matrix von f beziiglich der Basen B und C.

|4 w
g5’ | 4B [QC
K" K™

f=qcofoqy!

Man beobachtet:

ME(f)aB(v) = (ac o f o 45" )(aB(v)) = ac(f(v))

(2.18)

(2.19)

(2.20)

Beispiel: C iiber R hat eine geordnete Basis B = (1 +i,1 —1i). P, = {a + Bx + ya? :

a, 8,7 € R} hat eine geordnete Basis C' = (1 + #2, z, 222 + 1).
Wir betrachten f: C — Py, a + bi — a + (a + b)z + bz?

f(l+4) =142z +2?

=1(142?) +2(z) + 0(22% + 1)
f(1—d)=1-2?

=3(1+2?) + 0(z) + (—2)(22% + 1)

Also

Zum Beispiel:
1 3
3
(fG+i=[2 o =
e =(3 8))- ()
f(54+1i) =5+6x+2* =9(1 +2%) +6(z) + (—4)(22* + 1)

13

(2.27)

(2.28)

(2.29)



2.1 Homomorphismen und Matrizen

Vorlesung vom 27.02.2012
2.1 Homomorphismen und Matrizen

Sei V' ein Vektorraum tiber K und B = (by, ..., b,) eine (geordnete) Basis von V.

Frage: Wie beschreibt/findet man alle anderen Basen von V'?

Sei ¢, ..., ¢, verschiedene Elemente von V' mit

C; = Zajibj (Z = 1n)
j=1

Qaq;
d.h. gp(e) =
Qnj

Dann ist C = (¢, ..., ¢) eine Basis
e gdw cy, ..., c, linear unabhéngig sind

o gdw A = (ay;) = (gB(c1)...q(cpn)) € GL(n; K), d.h. A ist invertierbatﬂ

(2.30)

(2.31)

A ist die Ubergangsmatrix Tg von C nach B, und A™! ist die Ubergangsmatrix von B

nach C.
Man beobachtet, dass fiir i = 1...n

0

all e PR .. aln
Q4 0

galci) =1+ | = 1| « i-te Stelle

anz ann :
0

= Aqc(ci)
und deshalb, fiir alle v € V
qB(v) = Aqo(v), qe(v) = A~ qp(v)

Beispiel: B = (14 x,1 — x) ist eine Basis von P; = {az + 8 : a, 8 € R}

A= @ 21> € GL(2R)

2Lineare Algebra 1, Lemma 5.4.1

14
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(2.35)



2.1 Homomorphismen und Matrizen

Also ist (¢, ¢2) eine Basis von P; mit

qp(c1) = <g) ,qB(c2) = (_21> (2.36)
aqa=314+z)+2(1—z)=x+5 (2.37)
co=2(14+2)—11—-2)=3x+1 (2.38)
Betrachten Sie nun endlich erzeugte Vektorrdume
e V mit Basis B
e W mit Basis C'
und einen Homomorphismus
f:V=w (2.39)
Dann gilt fiir andere Basen B’ von V und C’ von W:
qp = hys, 0 4B (2.40)
4o = hre, © o (2.41)
hMg(f) =gqcofo QE;1 (2.42)
Tg:m =gcrofolgp)! (2.43)
V w
ap' |8 kCJC’
ancofoqgle
= (hpg 0qc) o fo(hrs oqp)” (2.44)
=hyg o (goo foag)o (hps) ™! (2.45)
= hyc, o hpgpgy o (hys )™ (2.46)
und ME(f) = T, ME())(TE) ™! (247)
Deshalb ist A die Matrix von f beziiglich anderen Basen gdw
A=QME(f)P (2.48)

15



2.1 Homomorphismen und Matrizen

fiir beliebige invertierbare Matrizen P und Q).

Frage: Wie findet man die ’beste Matrix-Darstellung’ von f7
Antwort: Man verwendet elementare Spalten- und Zeilenumformungen .

Beispiel R? mit Basis

C tiber R mit Basis C = (1,1).

FR = C | B = (a+B)+(B+7)i

Wir suchen eine Darstellung:

— 110
QME(f)P 1=(0 -
1

110 0 —1
(0 1 1)21%21_22—%0 1 1)
100 100
Sg—>53—|-51—><0 1 1)53%53—Sg—><0 1 0>
(1 =1\, o1 (101
101\ /10 0 10 1
P=fo1o0]lo1 —1]=(01 —1|(=@B)'=1F)
001/ \0 o0 1 00 1

Wir definieren:

16

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)
(2.53)
(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)



2.2 Endomorphismen und Eigenvektoren

und beobachten, dass

1
flo)=1)+0(1+i)=1 (2.59)
0
0
f(lih=00)+1(14+i)=1+i (2.60)
0
1
f(l-1]) =01 +01+i)=0 (2.61)
1
dh. ME(f) = (é (1) 8) (2.62)

Bemerkung
(a) Zu jeder A € Mat(m,n; K) gibt es Produkte Q € GL(n; K) und P! € GL(n; K)

von Elementarmatrizen mit

")
QAP = (Eo 8) = Rang 4 (2.63)

Bl

(b) Sei f:V — W ein Homomorphismus zwischen den endlich erzeugten Vektorraumen
V und W. Man kann Basen B und C finden, so dass

(r)
ME(f) = (EO 8) ,r = Rang f. (2.64)

2.2 Endomorphismen und Eigenvektoren

Sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum. Wir betrachten nun Endomorphismen
f:Vv-Vv (2.65)
und suchen Matrixdarstellungen beziiglich einer einzigen Basis B; d.h.
Mp(f) == ME(f) (2.66)
Beobachtung Sei A € Mat(n; K) die Matrixdarstellung von f : V' — V beziiglich einer

Basis B von V, d.h. A = Mpg(f). Dann ist A’ € Mat(n; K) die Matrixdarstellung von f
beziiglich einer anderen Basis gdw

A = PAP™! (2.67)
fiir eine beliebige invertierbare Matrix P € GL(n; K)

3Lineare Algebra 1, Satz 5.3.9

17



2.2 Endomorphismen und Eigenvektoren

Anmerkung Man sucht P € GL(n; K) so dass PAP~! ’einfach’ - vielleicht diagonal -
ist. Aber wir haben jetzt nur noch eine Basis und damit auch nur eine Matrix P zur
Verfiigung.

Man probiert vielleicht Elementarmatrizen P, ..., Py zu finden mit P, ..., P, = P1.

PAP ' =Pi,... P AP, . Pt (2.68)

Sei f:V — V ein Endomorphismus eines Vektorraums. Ein Unterraum W von V heisst
f-invariant, wenn

fwycw (2.69)

In diesem Fal ist f: W — W die Beschrinkung von f auf W, auch ein Endomorphis-
mus.

Beispiel
fiR® 5 RS (2.70)
Q@ 200 — B —
Bl — a+p (2.71)
v a+y
1 1
W = Span{|0]|,|1]} (2.72)
0 1
1 2 1 1
faqol)=11]=110|+1|1|ew (2.73)
0 1 0 1
1 0 1
faqip)=12]=-210|+2|1 (2.74)
1 2 0

Also ist f(W) C W und W ist f-invariant.

Sei f:V — V ein Endomorphismus eines Vektorraums und

(w1, ..., W) (2.75)
eine Basis eines f-invarianten Unterraums W von V. Sei nun
B = (W1, ey Wiy U1+, Up—k) (2.76)
eine Basis von V. Dann hat Mp(f) die Form
Ay D
(4 ) am

wobei A € Mat(k; K) die Matrixdarstellung von f : W — W beziiglich (wq, ..., wg) ist.

18



2.2 Endomorphismen und Eigenvektoren

Beispiel (siehe oben)
R3 hat eine Basis:

1\ /1\ /0 1 -2 -1
(o], {1].[ohmdMpr)=[1 2 o (2.78)
o/ \1/ \u 1 0 1

Wenn V. = Wy & Wy (V = Wi+ Wy und W7 N Wy = {0}) und Wi, Wy f-invariante

Unterrdume sind, erhdlt man eine Basis von V:

B= ( Wiy ey W 4 V1, ...,Un,k) (279)

Basis von W1 Basis von Wa

und Mpg(f) hat die Form

</(1)1 £2> (2.80)

Idee Fiir einen Endomorphismus f : V — V suchen wir 1-dimensionale f-invariante
Unterrdume. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines Vektorraums V iiber K. Wenn

f)=avmit0#veV,ae K (2.81)

heisst v ein Eigenvektor und ein Eigenwert (der zum Eigenvektor v gehért) von f.

19



2.2 Endomorphismen und Eigenvektoren

Vorlesung vom 05.03.2012
2.2 Endomorphismen und Eigenvektoren

Beispiel Betrachte den Endomorphismus

2 9 (1 cos(a) r-cos(a+0)
Jo:R" = R, (7“ . sin(a)> ~ <7“ -sin(a+0)
6 € [0, 27]
eine Drehung der Ebene um einen Winkel 6.
Y
(1 cos(a+0)
/ \r-sin(a+96)
(7’ - COS &
= \ SN «
«
x

Die Matrixdarstellung von fy beziiglich der Standardbasis B = (<1> , <

Betrachte nun auch

Mp(fo) = (

gg:R2—>R2,<

r - cos(a)
r - sin(a)

20

cos(0) sin(9)>
sin(0)  cos(0)

) (Lt
6 € [0, 2]

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)
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2.2 Endomorphismen und Eigenvektoren

0
(o)) = (1 om0 = (S2nt)) = (o)) (2.90)
0}, leos(5)\,  [cos(0—7%)\  [—sin(0)
ge(<1>) - 90((1 sm(zr)>) N <sm( — 722r)> - < cos(6) ) (2.91)
(2.92)
gp ist eine Spiegelung an der Gerade mit dem Winkel g
_ (cos(0) sin(6)
Mp(g0) = <sm(9) _COS<9)> (2.93)
Beachte, dass
cos(2) cos(9)
96 sm(é))) N <sm(§)> (2:94)
cos(BET)\, cos(&T)
(o)) =~ () (2:99)
(2.96)
d.h.
Span{ <C?S(§)> } und (2.97)
sin(3)
7460
Span{ <C(Z)ZE7%0§> } und (2.98)
(2.99)
sind gg-invariant.
Man erhélt eine Basis:
[ (cos() cos(ET)
o= (i) () (2:100)
mit Mc(gg) = (é _01> (2.101)
Beobachten Sie jedoch, dass
fo(v) = av fiir @ € R,0 # v € R? (2.102)
nur wenn 0 = 0,0 = 27 oder § =7 (2.103)
Sei f:V — V ein Endomorphismus eines Vektorraums V {iber K. Wenn
f)=avmit0#veV,ae K (2.104)
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2.2 Endomorphismen und Eigenvektoren

heisst v ein Eigenvektor und « ein Eigenwert (der zum Eigenvektor v gehort) von f.
Beachte, dass fiir 0 £ v € V gilt:

v ist ein Eigenvektor von V < Span{v} ist f-invariant (2.105)
< f(v) € Span{v} = f(v) = av
= f(v) = av = f(Bv) = Bf(v) = Bav € Span{v}

Fir A € Mat(n; K) ist v ein Eigenvektor und « ein Eigenwert von A, wenn Av = av
mit 0 #v € K" und o € K.

Beispiel
10 —18
A= <6 _11> € Mat(2;R) (2.106)
a()-()-10) (2.107)
()-()-cn()
2
. 2 3 . .
Also ist < 1) ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 und (2> ein Eigenvektor zum Eigenwert

-2 von A.
Daraus folgt, dass

. Spcm{( >} und S’pan{( >} ha-invarant sind

. Span{< )} ) Spcm{( >} und B = <<i> , <;’)> eine Basis von R? ist

Mp(ha) = (3 _02> (2.109)
CHEDEY e
2 T ea

P=T5 P! =TE mit C = <<(1)> , <(1)>> (2.111)

Eine Matrix A € Mat(n; K) ist &hnlich zu einer Matrix B € Mat(n; K) wenn es eine
Matrix P € GL(n; K) mit B = PAP~! gibt.
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2.3 Das charakteristische Polynom

Sei A € Mat(n; K) die Matrixdarstellung eines Endomorphismus f : V' — V beziiglich ei-
ner Basis. Wir haben schon gesehen, dass B € Mat(n; K) die Matrixdarstellung beziiglich
einer anderen Basis ist gdw B dhnlich zu A ist.

Lemma 2.2.1 Ahnliche Matrizen haben dieselben Eigenwerte.

Beweis Seien A, B € Mat(n; K) mit B = PAP™!,P € GL(n; K). Wenn Av = auv fiir
0#v €V und o € K gilt Pv # 0 und

B(Pv) = (PAP™Y)(Pv) = P(Av) = P(av) = a(Pv) (2.112)
O
Bemerkung Fiir einen Endomorphismus f : V' — V und eine Basis B = (vq, ..., v,) von
V:
e v; ist ein Eigenvektor von f zum Eigenwert o gdw die i-te Spalte von
Ms(f) = (a5(F(01)), - ap(f (o)) (2.113)
«e; ist.
e Mp(f) ist eine Diagonalmatrix gdw vy, ..., v, Eigenvektoren sind

e Mp(f) ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix gdw es eine Basis (wq,...,w,) von V
gibt, die aus Eigenvektoren besteht.

2.3 Das charakteristische Polynom

Sei f:V — V ein Endomorphismus eines Vektorraums V iiber K.

Frage: Wie findet man die Eigenvektoren von f7

Man bestimmt zuerst die Eigenwerte von f (nicht immer einfach!). Dann kann man das
System f(V) = awv fiir ein bestimmtes o € K 16sen.

Beachte nun, dass fir 0 v € V und a € K:

fw)=ave f(v)—av =0 (2.114)
& (f—aldp=0 (2.115)

< v e Kern(f — ald) (2.116)

(2.117)

wobei Id : V — V,w — w der Identische Endomorphismus ist, und f —ald:V = V,z —
f(z) — ax auch ein Endomorphismus ist. Man braucht

Kern(f —ald) # {0} (2.118)
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2.3 Das charakteristische Polynom

Lemma 2.3.1 Sei f : V. — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
Vektorraums. Dann sind dquivalent:

(i) Kern f # {0}

(ii) Bildf#V

(iii) Det A =0 fiir jede Matrizdarstellung A von f
(iv) 0 ist ein Eigenwert von f

In diesem Fall heisst f singuldr, andernfalls nichtsinguldr.

Beweis
e (i) & (ii) Nach der Dimensionsformel
o (ii) & (ill) Bild f # V gdw A ist nicht invertierbar gdw det A =0

o (i) & (iv) Kern f # {0} gdw f(v) =0 fiir ein 0 # v € V gdw 0 ist ein Eigenwert
von f.

0

Korollar 2.3.2 Sei f : V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
Vektorraums V diber K. Dann sind dquivalent fir jedes o € K :

(i) « ist ein Eigenwert von f

(ii) f— ald ist singuldr.

Beispiel
f:R? 5 R*z— Ax (2.119)
. 10 —18
mit A = <6 _11> (2.120)

« ist ein Eigenwert von f (von A)
o gdw Kern(f —ald) #0
o gdw det(A—aFE)=0

o gdw

10-a 18
det< 6 _11_a>_0 (2.121)

o gdw (10 — a)(~11 — a) — (~18)(6) = 0
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2.3 Das charakteristische Polynom

e gdw o’ +a—-2=0
e gdw (a+2)(a—1)=0
e gdw aa=—2odera=1

Wir 16sen das Gleichungssystem

a =1 Aufgabe.
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2.3 Das charakteristische Polynom

Vorlesung vom 09.03.2012
Ergidnzung zum Beispiel

(A— (1)E)z =0 (2.125)
9 —18\ [71) _
0 ) ()= 220
2\ ) . .
{ <1)\> NS O} sind Eigenvektoren zum Eigenwert 1 (2.127)

Zur Erinnerung: Sei f : V — V ein Endomorphismus eines Vektorraums V' iiber K,
und sei A € Mat(n; K) eine Matrixdarstellung von f.

Anmerkung Ahnliche Matrizen (B = PAP~! fiir P € GL(n; K)) stellen denselben En-
domorphismus dar, und haben dieselben Eigenwerte (Lemma .

Dann gilt: a € K ist ein Eigenwert von f ist dquivalent mit:

< o € K ist ein Eigenwert von A, d.h. Az = ax fiir ein 0 # v € K" (2.128)
& (A—aE)zr=0firein 0 #z € K" (2.129)
< Kern(A — aFE) # {0} (2.130)
& det(A—aF)=0 (2.131)
Beispiel
-2 =2
A= <_5 ) ) € Mat(2;R) (2.132)
R —2—a -2

a € R ist ein Eigenwert von A < ‘ 5 1-a (2.133)

& (2-a)(l-a)-(-5)(-2)=0 (2.134)
sal+a-12=0 (2.135)
s la+4)(a—3)=0 (2.136)
S a=—4odera=3 ( )

Eigenvektoren von A:
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2.3 Das charakteristische Polynom

e Eigenvektoren fiir —4:

()2

ca=3
o (A= (3)E)-2=0 (2.144)
ST —-
o= —gxg (2.146)

e Eigenvektoren fiir 3:

{ <_52;‘> A #£ 0} (2.147)
(G) ) <_52)) (2.148)

Man beachte auch, dass

eine Basis von R? ist, und

-4 0\ _ 1
< 0 3> = PAP (2.149)
mit
1 (1 =2 _ 1 5 2
p = <1 5 ) b= Z\-1 1 (2.150)

Man sagt A ist diagonalisierbar.

Fir A € Mat(n; K) sucht man a € K so, dass det(A — aF) = 0 die Eigenwerte von
A sind. Man betrachtet das charakteristische Polynom von A:

Pa(t) = det(tE — A) (2.151)
aus dem Polynomring iiber K.
K[t] = {Bo + Bit + ... + Byt™ : By, ..., B, € K} (2.152)

Man braucht hier n x n Matrizen iiber einem Ring und verwendet fiir A = (ay;):

detA := Z (E(ﬂ')a,ﬂ(l),...,ﬂ'(n)) (2‘153)

TESn

wobei €(m) = det(em(1),...,em(n))
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2.3 Das charakteristische Polynom

Beispiel

det (all a12) = (X119 — (X129 (2154)
Q21 (22

Dann gilt: « ist ein Eigenwert von A
o gdw. det(A—aF)=0
o gdw. det(aE — A) =0

o gdw. Ps(a) =0 (“a ist die Nullstelle von P4”)

Bemerkungen

(1) Die Eigenwerte einer oberen oder unteren Dreiecksmatrix sind ihre Diagonaleintriige,

aql
z.B. fir A= (o) =] ¢
0 Qnn,
t—oan
PA(t) = 0 = (t—an)(t—agg)...(t—a,m) (2.155)
0 oo t—Qpp

(2.156)

und die Eigenwerte von A sind a1, ..., Qnn

(2) Beachte, dass fiir A € Mat(2; K):

Py(t) =det(tE — A) = ‘t ;201&1 . 3102{22

= (t —a11)(t — az2) —azraiz  (2.157)
= 1% — (011 + a22)t + (an1022 — an2a21) (2.158)

Fir K = R gibt es Eigenwerte gdw.
(a11 + ag2)? — 4(oq1002 — a2a21) = (011 — @22)” + darzazr > 0 (2.159)

z.B. wenn a2, 91 > 0.
Fiir K = C gibt es immer Eigenwerte.

(3) Sei f: V — V ein Endomorphismus eines Vektorraums, und sei A eine Matrixdar-
stellung. Dann sind die Eigenwerte von f die Eigenwerte von A, d.h. die Nullstellen
von Py(t).
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2.3 Das charakteristische Polynom

Satz 2.3.3 Alle Matrizen, die einen Endomorphismus f :V — V beziiglich verschie-

dener Basen darstellen, haben dasselbe charakteristische Polynom.

Beweis

Sei A € Mat(n; K) eine Darstellung von f bbeziiglich einer Basis. wenn B € Mat(n; K)

eine Darstellung vo f ist beziiglich einer anderen Basis, dann gilt:
B = PAP™! fiir ein P € GL(n; K)
Daraus folgt
tE—B=tE — PAP™! = P(tE)P™' — PAP = P(tE — A)P~!
und deshalb
Pgp(t) = det(tFE — B)

= det(P(tE — A)P71)

= det P - det(tE — A) - det(P™1)

= det P -det(tE — A) - (det P)™1

= det(tE — A)

= Pa(t)

Beachten wir nun, dass fir A € Mat(n; K)

t— o Q12 e A1n
21 t—aogy - Q2p
Py(t) =
anl “ e “ . t [e— ann

=(t—o11)(t — ). (t— omn) + q(t)

wobei fiir (tE — A) = (Byj):

q<t) = Z (E(W)Bl,ﬂ(1)7 ) Bn,ﬂ’(n))
weSp\{Id}

ein Polynom vom Grad hochstens n — 2 ist. Beachte auch, dass
(t—o11)..(t —anp) =" — (11 + ... + Oénn)tn_l +7(t)

wobei r(t) ein Polynom vom Grad hochstens n — 2 ist.

Man definiert:

Spur A =oaq1 + ... + app
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2.3 Das charakteristische Polynom

und beobachtet, dass P4(t) = t" — (Spur A) - t"~1+ (iibrige Terme) +(—1)".
Nach Satz folgt, dass fiir P € GL(n; K):

Spur(PAP™Y) = Spur A (2.173)

da die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms fiir &hnliche Matrizen gleich sind.

Beispiel Betrachte fiir 6 € [0, 27]

sinf —cost

<cose sinf ) € Mat(2;R) (2.174)

die Matrixdarstellung einer Spiegelung an der Geraden mit dem Winkel g beziiglich der
Standardbasis.

t—cos  sin6
Palt) = ‘ sinf  t+cosf (2.175)
= (t — cos 0)(t + cos ) — sin* 0 (2.176)
= t?cos*(#) — sin?(0) (2.177)
=t* -1 (2.178)
=@t-1)(t+1) (2.179)

Eigenwert 1

1—cos@ sin 6 T 0
( sin @ 1+ cos 0) <y> N <0> (2.180)

(2.181)
e Eigenvektoren
O\ (C?S§> A% 0} (2.182)
sing

Eigenwert -1

—1—cos@ sinf T 0
( sin 6 -1 —i—cosﬁ) <y> N (0) (2.183)

(2.184)

Eigenvektoren
O+m
{\ (co“”@j@r) : A # 0} (2.185)

SZTLT
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2.3 Das charakteristische Polynom

Betrachte nun fiir § € [0, 27):

B_ <0059 —sin 6

= ird  cos > € Mat(2;R) (2.186)

die Matrixdarstellung einer Drehung der Ebene um einen Winkel 6 beziiglich der Stan-
dardbasis.

t—cos —sinf
Py(t) = sin®  t+cosf (2.187)
= (t — cos0) + sin* 0 (2.188)
=12 — (2cos )t + 1 (2.189)
B hat Eigenwerte (in R) nur wenn
4c0s*0 —4>0 (2.190)

d.h. cos®?§ = 1 gilt, was bedeutet, dass § = 0 oder 6 = .

Aber man kann auch B € Mat(2,C) betrachten und dann hat B immer zwei komple-
xe Eigenwerte

2c0s 0 + v/4cos? O — 4
2

= cosf *isinf (2.191)

Satze ohne Beweis (Siehe Algebra I)

(1) Sei K ein Korper, und sei p(t) ein Polynom vom Grad n mit Koeffizienten in K.
Dann hat p hochstens n Nullstellen in K.

(2) Jedes Polynom positiven Grades mit komplexen Koeffizienten hat mind. eine kom-
plexe Nullstelle (Fundamentalsatz der Algebra).

Korollar 2.3.4 Sei f : V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
Vektorraums V iber K.

(a) Hat'V Dimension n, so hat f hichstens n Eigenwerte.

(b) Wenn K =R und V # {0}, dann hat f mindestens einen Figenwert und daher
auch einen Eigenvektor.

Frage Fiir einen Endomorphismus f : V — V: Wann kann man eine Basis von Eigen-
vektoren von F' finden?
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2.3 Das charakteristische Polynom

Beispiel Die Matrix

A= <‘01 2) € Mat(%R) (2.192)

hat einen Eigenwert von 4 und Eigenvektoren fiir 4 in Span{ <(1)> , <(1)) \A{ <8> }. Also ist
1 0 . . .

{<O> , <1>} eine basis von Eigenvektoren von A.

Auf der anderen Seite hat die Matrix

B— (‘11 2) € Mat(2;R) (2.193)

auch einen Eigenwert von 4 und Eigenvektoren fiir 4 in Span{ <(1)>} \ {<8> }. Also hat

man keine Basis von Eigenvektoren von B.
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2.4 Diagonalisierbarkeit

Vorlesung vom 12.03.2012

2.4 Diagonalisierbarkeit

Beispiel
1 0 0
A= 0 2 —1]| € Mat(3,C) (2.194)
(1 5 2)
t—1 0
pa(t) =dettE—A)=| 0 t—2 1 (2.195)
1 -5 t+2
=@t—-1)((t—2)(t+2)—(1)(—5H)) (2.196)
= (t—=1)(*+1) (2.197)
={t—-1D(t—19)(t+1) (2.198)
o Figenwert 1:
(IE—A)x=0 (2.199)

0 0 0 1 0
(0 -1 1) (1:2) = (0) = T9 = X3,T1 = 2x9 (2.200)
1 -5 3 3 0
2 0
Span{ (1) HA (0) } (2.201)
1 0

(iE— Az =0 (2.202)

i-1 0 0 ) 0
0 i—-2 1 2o | = (0] = 21 =0,23 = (2 i)as (2.203)
0 -5 i+2) \a3 0

Eigenvektoren:
0 0
Span{ ( 1 ) A (0) } (2.204)
2—1 0
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2.4 Diagonalisierbarkeit

e Eigenwert -i:

(—iE— Az =0  (2.205)
—1—1 0 0 1 0
0 —i-2 1 z | = (0] =21 =0,25=(i+2)z2  (2.206)
0 -5  —i+2/ \x3 0
e Eigenvektoren:
0 0
Span{| 1 |}/{|0]} (2.207)
t+2 0
Dann ist
2
). v ). 1 Iy (2.208)
1 2—1 1+ 2
eine Basis und
1 0 O
0 i 0] =PAP™! (2.209)
0 0 —
wobei
2 0 0
Pl=1[1 1 1 (2.210)
1 2—4 142
; 2i 0 0
P=—t|-1-i 4420 -2 (2.211)
1—7 —4+2¢ 2
Satz 2.4.1 (a) Jede A € Mat(n,C) ist dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatriz.

(b) Sei f:V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums
iber C. Dann gibt es eine Basis B von V', so dass Mp(f) obere Dreiecksform

hat.

Beweis (b) folgt direkt aus (a). Wir zeigen (a) durch Induktion nach n.

e Induktionsanfang: n = 1, klar
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2.4 Diagonalisierbarkeit

e Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass die Behauptung fiir n gilt. Wir betrachten
A € Mat(n + 1,C). Nach Korollar hat A mindestens einen Eigenwert a und
Eigenvektor v zu «. Wir setzen v zu einer Basis B = (v, v1, ..., v,) von C*! fort.
Wir erhalten

)
o (2.212)

[a

0

B=PAP ' = |
0

mit P € GL(n+ 1,C) und B’ € Mat(n;C).

Nach Induktionsannahme gibt es Q € GL(n;C), so dass QB'Q~! € Mat(n;C) obere
Dreiecksform hat.

Sei
/10 - o)
0
Q=1. € GL(n+1,C) (2.213)
: Q
0
Dann hat
(QP)AQ'P) ™ =Q'PAP Q)™ (2.214)
fals )
0
=1 . (2.215)
. QB/Qfl
0
obere Dreiecksform und ist zu A &hnlich (da Q'P € GL(n + 1,C)). O

Satz 2.4.2 (a) Jede Matrix A € Mat(n; K) deren charakteristisches Polynom in
K in Linearform zerfillt (pa(t) = (t — a1)(t — a2)...(t — aw,)), ist dhnlich zu
einer oberen Dreiecksmatriz.

(b) Sei f:V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums
V diber K, und nehmen wir an, dass das charakteristische Polynom von f in
Linearfaktoren zerfdllt. Dann gibt es eine Basis B von V', so dass Mp(f) obere
Dreiecksform hat.

Beweis Ahnlich wie der Beweis von Satz [2.4.1] O
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2.4 Diagonalisierbarkeit

Satz 2.4.3 Seien vi,...,v, € V FEigenvektoren eines Endomorphismus f :' V — V
zu paarweise verschiedenen FEigenwerten aq,...,o,. Dann sind vy, ...,v, linear
unabhdngig.

Beweis Induktion iiber n.

e Induktionsanfang: n =1, 0 # v € V ist linear unabhéngig.

e Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass die Behauptung fiir n gilt. Wir betrachten
(1) Biv1 + ... + Brt1vnt+1 = 0 (zu zeigen: B; = ... = Bp+1 = 0) und beachten, dass

(2)

f(ﬁ11}1 + ...+ Bn+1vn+1) = ,Blf(v1) + ...+ ﬁn+1f(vn+1) (2.216)
= Bra1v1 + ... + Brui10ni1Uni1 (2.217)
= f(0)=0 (2.218)

Daraus folgt (ap+12(1) — (2))

Bi(ant1 — a1)vr + oo + Brlans1 — an)v, =0 (2.219)

Nach Induktionsannahme

ﬁl(anH - Oél) = .= ﬂn(anH - an) =0 (2.220)

Da apy1 # o4 firi = 1...n

Bi=..=B,=0 (2.221)

und wir erhalten (in (1))
Brt1vpt1 =0 (2.222)
Aber v,41 # 0 und deshalb auch g,+1 = 0. O

Zur Erinnerung: Fiir einen Endomorphismus f : V' — V und ene Basis B = (vy, ..., vp)
von V:

Mp(f) ist diagonal < vy, ..., v, sind Eigenvektoren von f (2.223)
Mp(f) = (g5(f(v1))---a5(f(vn))) (2.224)
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2.4 Diagonalisierbarkeit

Korollar 2.4.4 Sei f : V — V ein Endomorphismus eines Vektorraums V iber K
mit dimV = n, und seien vi,...,v, € V Figenvektoren zu paarweise verschiedenen

FEigenwerten aq, ..., an. Dann gilt:
(i) (v1,...,vp) ist eine Basis von V (gemdss Satz[2.4.5)
(i) Mp(f) ist diagonal

(iii) pa(t) = (t — a1)...(t — ) fiir jede Matrizdarstellung A von f.

Beispiel

t—-3 -2 -4
pa(t) = —2 t -2
-4 -2 t-3

=13 — 6t — 15t — 8
= (t+1)%(t - 8)
e Eigenwert -1:
(-1E—-A)x=0
—4 =2 —4\ [n

0
-2 -1 -2 To | = 10| = 20 =—-221 — 223
4 —2 —4) \us 0

e Eigenvektoren

« 0
{l 2a-28|:a,86€C}/{[0]}
B 0
1 0 0
=Span{| =2 |, | =2 [}/{{0]}
0 1 0
e Eigenwert 8
8E—-A)x=0

5 -2 —4 I 0
-2 8 -2 To | =10 =21 = 2$2,$3 = 219
—4 -2 b I3 0
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2.4 Diagonalisierbarkeit

e Eigenvektoren

2 0
Span{| 1]}/{{0]|} (2.235)
2 0
Dann ist
2 1 0
p={|1].,-2].[-2|} (2.236)
2 0 1

eine Basis von C? die aus Eigenvektoren von A besteht, und

8 0 0
Mp(ha)=10 -1 0 | =PAP! (2.237)
0 0 -1
2 1 0 (212
mit P'=[1 -2 2|, P==-|5 -2 —4 (2.238)
2 0 1 9\ 4 2 5

Satz 2.4.5 Sei A € Mat(n; K) und sei B = (v1,...,v,) eine Basis von K" die aus
Figenvektoren von A besteht. Dann ist PAP~' diagonal mit

P~ = (v1,...,v,) € GL(n; K) (2.239)

Beweis Eigenvektoren von A sind Eigenvektoren von hg : K™ — K". Also ist
Mp(ha) (2.240)

diagonal. Aber auch fiir die Standardbasis C' = (c1, ..., ¢,) von K™:

Mp(ha) = TG Mo(ha)TE (2.241)
Mc(ha) = A (2.242)
TF = (v1, ..., vn) (2.243)

TS = (T5)~! (2.244)
(2.245)

O

Frage: Wie {iberpriift man, ob ein Endomorphismus f : V' — V eines endlich-dimensionalen
Vektorraums V iiber K diagonalisierbar ist?

Idee: Man findet vielleicht (fiir C immer) ein charakteristisches Polynom fiir f:

(t—ap)™ .. (t—ag)™ (2.246)
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mit paarweise verschiedenen Eigenwerten ag,...,ap € K,k < dimV und rq,...,7rp > 1.
Wenn k& = dim V', dann ist f (wie vorher) diagonalisierbar. Andernfalls braucht man fiir
¢t = 1...k r; linear unabhéngige Figenvektoren zum Eigenwert o;.

Sei f : V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' {iber
K und sei p(t) das charakteristische Polynom von f (d.h. p4(t) fiir eine Matrixdarstellung

von f).

Fiir einen Eigenwert oo € K von f definieren wir:

e die algebraische Vielfachheit von «

wu(p(t), @) = mazx{r € N:p(t) = (t — a)"g mit g € K[t]} (2.247)
e den Eigenraum von f beziiglich «
Eig(f;a)={veV: f(v) =av} (2.248)
e die geometrische Vielfachheit von «

dim(FEig(f;a)) (2.249)

Bemerkungen
e Fig(f;a)\ {0} ist die Menge der zu « gehérigen Eigenvektoren von f

e Sei (v1,...,v5) eine Basis von Eig(f;a) und ergénze sie zu einer
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2.4 Diagonalisierbarkeit

Vorlesung vom 19.03.2012
2.4 Diagonalisierbarkeit

Zur Erinnerung Sei f : V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums V' iiber K, und sei p(t) das charakteristische Polynom von f.

Fiir einen Eigenwert oo € K von f definiert man
e die algebraische Vielfachheit von «
p(p(t), ) = max{n € N : p(t) = (t — a)"g(t) mit g(¢t) € K(t)} (2.250)
e den Eigenraum von f beziiglich a:

Eig(f;a) ={veV: f(v) = av} (2.251)
e die geometrische Vielfachheit von «
dim(Eig(f;a)) (2.252)
Man definiert auch fiir A € Mat(n, K) und einen Eigenwert o von A:
Eig(A;a) = Eig(ha, «) (2.253)

Bemerkung (Korollar [2.4.4))
Wenn f dim V Eigenwerte mit algebraischer Vielfachheit 1 hat, dann ist f diagonalisierbar.

Beispiel

5 -2 0 0
A= o 5 o] e Marw) (2.254)

0 0 0 2

t-5 2 0 0
pa(t) = _02 ! o ! . 0 5 8 (2.255)
0 0 0 t-2

= ((t=5)(t=1) = (=2)(2)(t - 2)° (2.256)
= (t* — 6t +9)(t — 2)* (2.257)
= (t-3)*(t-2)? (2.258)
p(pa(t);3) =2 (2.259)
n(pa(t);2) =2 (2.260)
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2.4 Diagonalisierbarkeit

e FEigenwert 2

2E-Ax=0=21=22=0 (2.261)
0 0
Fig(A;2) = Span{ ((1)) , 8 ) (2.262)
0 1
dim(Eig(A;2)) =2 (2.263)
e Eigenwert 3
(BE — A)x = (2.264)
-2 2 00 T 0
_02 (2) 2 8 2 = 8 = 21 = 29,03 = 24 = 0 (2.265)
0 011 T4 0
1
Eig(A;3) = Span{ (1) } (2.266)
0
dim(Eig(A;3)) =1 (2.267)

Man hat 'nicht genug’ linear unabhéngige Eigenvektorenﬂ um eine Basis von R* zu bilden,
A ist nicht diagonalisierbar.

Beachte auch, dass

FEig(A;3)N Eig(A;2) = {0} (2.268)
Fig(A;3) ® Fig(A;2) #R* (2.269)
dim3

Zur Erinnerung Sei V ein Vektorraum iiber K mit Unterrdumen Wy, ..., Wx. Wenn fiir

wy € Wi, ...,w, € Wk (2.270)
wi+.twp=0—w=...=w =0 (2.271)
(2.272)

dann heisst W1 + ... + Wg die direkte Summe von W7, ...Wg, geschrieben:

Wed...e Wk (2.273)
Aquivalente Formulierun
W, N (W1 + . Wi+ Wi+ ..+ WK) = {0} firi=1..k (2274)

4diagonalisierbar = Wir haben eine Basis von Eigenvektoren.
SLineare Algebra 1: Satz 4.3.2
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2.4 Diagonalisierbarkeit

Bemerkung
dim(W1 @ ... ® Wg) = dim(W1) + ... + dim(WK) (2.275)
Satz 2.4.6 Sei f : V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektor-

raums V dber K mit charakteristischem Polynom p(t) und paarweise verschiedenen
FEigenwerten aq, ...,ar € K. Dann sind dquivalent:

(2) p(t) zerfdllt in Linearfaktoren, d.h.
p(t) = (t —ag)™...(t — ag)"™ (2.276)
und dim(Eig(f;a;)) =i = p(p(t); au) firi=1...k.

(3) V = FEig(f;a1) @ ... ® Eig(f; ax)

Beweis

e (1) = (2) Wenn f diagonalisierbar ist, gibt es eine Basis von Eigenvektoren von f.

(Ul,b ceey Ul,sl 5 ’1)2’1, ceey Ug’sz, ceey Uk:,la ceey 'Uk:,sk,) (2277)
mit vy 1,..., 5, € Big(f; o) fir a =1...k (2.278)
Setzen wir
ri = p(p(t); ci) (2.279)
so gilt fiir i = 1.k
s < dim(Fig(f;0;)) < (2.280)
und
r+..+re<dimV (2.281)
=81+ ..+ S (2.282)
<ri+..rg (2283)
=pt)=(t—a;)" .. (t —ag)™ (2.284)
e (2) = (3) Sei
W = Eig(f;on) +..1Eig(f; o) (2.285)

Nach Satz sind wy, ..., wy, (alle # 0) fir w; € Fig(f;a;) linear unabhiingig.
Aber dann gilt fir w; € Fig(f; ;)

Wi+ ..+tw=0=w; =..=w=0 (2.286)
=W = Fig(f;a1) @ ... ® Eig(f; ax) (2.287)
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2.4 Diagonalisierbarkeit

Aber auch
dimW = (dim(Eig(f;a1)) + ... + dim(Eig(f; ax))) (2.288)
= p(p(t); 1) + ... + pu(p(t); o) (nach (2)) (2.289)
=dimV (2.290)
e (3) = (1) Sei
Bz‘ = (1}2'71, ceey 1}1'732.) (2291)

eine Basis von Eig(f;«;) fiir i = 1...k. Also ist

(U1717 sy Ulsyy o0y Uk, 1, -Hvk,sk) (2292)
eine Basis von V' die aus Eigenvektoren von f besteht, d.h. f ist diagonalisierbar. [J

Man erhélt ein Verfahren fiir die Diagonalisierung eines Endomorphismus f : V — V
eines endlich-dimensionalen Vektorraums V {iber K:

(1) Mit Hilfe einer Basis B von V und der Matrix A = Mp(f) berechnet man das
charakteristische Polynom p(t).

(2) Man sucht eine Zerlegung von p(t) in Linearfaktoren.

(3) Fiir jeden Eigenwert e von f bestimmt man durch Losung eines linearen Gleichungs-
systems eine Basis von Fig(f;«). Dann kann man iiberpriifen, ob

dim(Eig(f: a)) = u(p(t); o) (2.293)

gilt. Genau dann, wenn dies fiir alle Eigenwerte o der Fall ist, ist f diagonalisierbar
und man kann eine Basis von Eigenvektoren bilden.
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3 Orthogonale Matrizen und Drehungen

3 Orthogonale Matrizen und Drehungen

3.1 Die Orthogonale Gruppe

Wir haben schon gesehen, dass

cos —sin6
sin@  cosf

> € Mat(2;R),0 € [0,27) (3.1)

die Matrixdarstellung einer Drehung von R? um den Winkel 6 beziiglich der Standardbasis
(e1,e2) ist.

Y
(1 cos(a+0)
/ \r-sin(a+0)
(T‘ - cos «
a \7" - sina
e
x
Man sieht auch, dass
1 0 0
0 cos —sin (3.2)

0 sin@ cosb

die Matrixdarstellung einer rdumlichen Drehung um den Winkel § um den Vektor
1
eg=10 (3.3)
0

beziiglich der Standardbasis ist.

Frage Wie beschreibt man alle diese 'Drehmatrizen’?
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3.1 Die Orthogonale Gruppe

A € Mat(n;R) (3.4)
heisst orthogonal, wenn
At =A"1 dh A'A=F (3.5)

Beachte, dass

A'A=E,B'B=F = (AB)"(AB) (3.6)
= B'A'AB (3.7)
= B'EB (3.8)
=F (3.9)
Also bilden die orthogonalen n x n Matrizen eine Untergruppe von GL(n;R),
O(n;R) = {A € GL(n;R) : A'A = E} (3.10)
die sogenannte orthogonale Gruppe. Beachte nun, dass
A€ O(n;R) = det(A'A) = detE (3.11)
= (det A)(det A") =1 (3.12)
= (det A)? =1 (3.13)
= det A=1oder det A= —1 (3.14)
Auch
det A=1,det B=1= det(AB) =1 (3.15)
Man definert die Untergruppe von O(n;R)
SO(n;R) ={A € O(n;R) : det A = 1} (3.16)
die spezielle orthogonale Gruppe. Zudem gilt
Mat(n;R) € GL(n;R) C O(n;R) C SO(n; R) (3.17)

Behauptung Eine Matrix A beschreibt eine Drehung von R? oder R3 gdw A4 € SO(2;R)
oder A € SO(3;R).

Das Skalarprodukt von Spaltenvektoren x,y € R™ ist wie folgt definiert:

(z-y) =a'y (3.18)
=21Y1 + ... + TpYn (3.19)
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3.1 Die Orthogonale Gruppe

Die Lénge |z| von x € R™ ist fixiert durch

j2f? = (z - x) (3.20)
=z 4.+ (3.21)

Ein Vektor mit Lange 1 heisst Einheitsvektor.

Fiir ein Dreieck in R™ der Form

gilt der Kosinussatz:

A =a*+bv*—2-a-b-cosb (3.22)

X

||
Man erhélt
| —yI? = [a + |y[* — 2[2||y|cos 0 (3.23)
= (x—y)- -y = 2)+ Y y) —2z-y) (3.24)
= (z-2)+ (y-y) — 2[z[|ly|cos O (3.25)
= (x —y) = |z||y|cos O (3.26)
Beachte, dass
T
QZEé(:B-y):O (3.27)
z,y € R™ heissen (zueinander) orthogonale Vektoren, wenn
(x-y)=0 (3.28)
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3.1 Die Orthogonale Gruppe

Satz 3.1.1 Sei A € Mat(n;R) Dann sind dquivalent:
(1) A ist orthogonal

(2) Ve,y € R": (Ax - Ay) = (x - y)

(8) Die Spalten von A sind paarweise orthogonale Einheitsvektoren.

Beweis
e ()= (2)
A'A=E= (z-y) =1y
=zl Al Ay
= (Az)'Ay
= (Az - Ay)

e (2) = (1) Nehmen wir an, dass fir alle z,y € R"
zly = ' At Ay
Dann gilt fiir z,y € R:
#'By=0mit B=F — A'A
Insbesondere gilt fiir 7,5 € {1,...,n}
efBej =b; =0

Also B=0und A'A=F

(3.35)

e (2) & (3) Sei A = (ay,...,a,) und beachte, dass der Eintrag der Matrix A’A an der

Stelle (¢, 7) (a; - aj) ist. Deshalb:

A'A = E gdw (1) (aj-a;) =1firi=1.n
(1) (a; - a;) =0 fiir i # j
gdw () a; ist ein Einheitsvektor i = 1...n

(41) aj, aj(i # j) sind orthogonal

47



3.1 Die Orthogonale Gruppe

Vorlesung vom 25.03.2012

Zur Erinnerung: Wir betrachten
e die orthogonale Gruppe
O(n;R) = {A € GL(n;R) : A'"A = E} (3.40)

e die spezielle orthogonale Gruppe

SO(n;R) ={A € O(n;R) : det A = 1} (3.41)
Beispiel
cosf —sinf
Ao = (sin0 cos > (3.42)
Eine Drehung von R2.
ALAy=F )
det(Ag) = 1} = Ap € SO(2;R) (3.43)

Behauptung Eine Matrix A beschreibt eine Drehung von R? oder R3 gdw 4 € SO(2;R)
oder A € SO(3;R).

Bemerkung zu Satz Fir A € Mat(n;R) sind dquivalent:
(1) A ist orthogonal
(2) ((Az) - (Ay)) = (z-y)ve,y € R"
(3) Die Spalten von A sind paarweise orthogonale Einheitsvektoren, d.h.
fir A= (a1,...,an),a;-a; =1 (3.44)
aj-a;=0,1#j (3.45)

Definition Eine orthonormale Basis von R” ist eine Basis von R", die aus paarweise
orthogonalen Einheitsvektoren besteht (d.h. Spalten einer orthogonalen Matrix)

(2)(2)

ist eine Orthonormalbasis von R?, aber nicht:

(2)-0)

Beispiel



3.2 Euklidische Bewegungen

3.2 Euklidische Bewegungen

Eine (euklidische) Bewegung oder Isometrie von R™ ist eine ’abstandstreue’ Abbildung
f:R" > R" d.h. Vx,y € R™

[f(z) = F(y)| = |z =yl (3.48)
Beispiel Fiir jedes
a1
a=1]: ] eR" (3.49)
an

ist die Translation ¢, : R™ — R"™ mit

T T+ aq
— ; (3.50)
T Ty + Qp
eine Bewegung, da
T+ o Y1+ a1
lta(z) —ta(y)| = | : - : | = |z —yl (3.51)
Tn + Qp Yn + Qn

Bemerkung Die Zusammensetzung von zwei Bewegungen und die Umkehrabbildung ei-
ner Bewegung sind auch Bewegungen. Also bilden die euklidischen Bewegungen von R"
eine Gruppe

B(n;R) (3.52)

die Bewegungsgruppe oder Isometriegruppe.
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3.2 Euklidische Bewegungen

Satz 3.2.1 Fir eine Abbildung f : R™ — R™ sind dquivalent:

(1) f ist eine euklidische Bewegung, die den Nullpunkt fest ldasst, d.h. f(0) = 0.

(2) Vz,y € R" gilt:

(f(x)f(y) = (x-y) (3.53)
—— N
Skalar Skalar

(8) f ist durch Multiplikation mit einer orthogonalen Matriz gegeben.

Beweis

e (1) = (2) Nehmen wir an, dass f eine Bewegung mit f(0) = 0 ist. Dann gilt fiir

z,y € R™

(f(@) = f() - (f(2) = f(y)) = ((z —y)(x = v))

Insbesondere gilt fiir y =0

Wir erhalten
(fx)- f(@)+ (f) - fw) —2(f(@)- f(y) = (@ -2)+ (y-y) —2(z-y)
und deshalb

(f(z)- f(y)) = (z-y)

(3.54)

(3.57)

(3.58)

e (2) = (3) Zuerst bemerken wir, dass fiir eine Abbildung g : R” — R" sind &quivalent:

(1) g(ei) =e; fiir 1,...,n und (g(x) - g(y)) = (z - y)
Vr,y € R

(ii) g ist die identische Abbildung g(x) = x fiir z € R"

Nehmen wir jetzt an, dass Va,y € R™
(f(@)- f(y) = (z-y)
Dann ist (f(e1), ..., f(en)) eine Orthonormalbasis, da

(f(es)- fles)) =(ei-e;) =1
(f(ei) - flej)) = (ei-€5) = 0,0 # j
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3.2 Euklidische Bewegungen

Also nach Satz B.1.1}
A= (f(e1),., f(en)) € O(m;R) (3.63)

Zu zeigen: f(x) = Az fir x € R™.
Wir haben A~! € O(n;R) und nach Satz

Vo, y e R Az A7 ly) = (z - y) (3.64)
Aber dann auch Vz,y € R™:

((ha-1)(@) - (ha-10 f)(z)) = (z - y) (3.65)
und fiir i = 1..n

(ha-ro f)le) = A7 (f(e) = e (3.66)

Daraus folgt, dass (nach der vorigen Bemerkung) h -1 o f die identische Abbildung
ist und f(x) = AzVa € R™.

e (3) = (1) Ist f ein Endomorphismus dessen Matrix A orthogonal ist, dann gilt

Vz,y € R™
[f(z) = f(y)l = [f(z —y)| (3.67)
= |A(z —y)| (3.68)
= VA(x —y) - Alz —y) (3.69)
(x —y)(x —y) (Satz (3.70)
= |z —y| (3.71)
Also ist eine euklidische Bewegung f(0) = A-0=10 O

Korollar 3.2.2 FEine euklidische Bewegung f, die den Nullpunkt fest lisst, ist ein
Endomorphismus. Man nennt f einen orthogonalen Endomorphismus.

Frage Wie bildet/beschreibt man eine euklidische Bewegung?

Y
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Satz 3.2.3 Jede euklidische Bewegung f ist die Zusammensetzung eines orthogonalen

Endomorphismus und einer Translation, d.h.

flx)=Az+b (3.72)
fiir ein A € O(n;R) und b € R™.
Beweis Sei b = f(0). Dann gilt:
(t—p & f)(0) =t_u(f(0)) =0 (3.73)
Nach Satz gibt es A € O(n;R) mit (t_p ® f)(z) = Ax Also
flz)=Az+b (3.74)
U
Lemma 3.2.4 Jedes A € SO(3;R) hat einen Eigenwert 1.
Beweis Wir brauchen det(A — E) = 0. Beachte dass
det(A — E) = det A" - det(A — E) = det(A'(A — E)) (3.75)
= det(A'A — A'E) (3.76)
= det(E — A (3.77)
= det(E — A)* (3.78)
= det(E — A) (3.79)
=det((-1)A - E) (3.80)
= —det(A—E) (3.81)
0 (3:52)

Satz 3.2.5 Eine Matriz A beschreibt eine Drehung von R? oder R? gdw A € SO(2;R)

oder A € SO(3;R).

Beweis

e = Sei d eine Drehung von R? oder R3. Dann ist d eine euklidische Bewegung und

nach Satz gibt es A € O(n;R) (mit n = 2 oder n = 3) mit d(z) = Ax.

Weiter gilt det A = 1, weil det A stetig vom Drehwinkel abhéngt und fiir den Dreh-

winkel 0 (identische Abbildung) det A = 1. Also A € SO(n;R).

e < Sei nun A € SO(2;R)
Zu zeigen:

_ (cosO —sinf
“ \sinf cosf

> fiir ein 0 € [0, 27)
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3.2 Euklidische Bewegungen

Wir haben
A= (Ael, Aeg) S SO(Q,R) (384)

und Aeq, Aes sind orthogonale Einheitsvektoren.

Es gibt also eine Drehung mit Matrixdarstellung D € SO(2;R), so dass De; = Ae;. Wir

zeigen D = A.
Wir haben
(D7tA)e; = e; und D7'A € SO(2;R) (3.85)
Also
_ 1 «
DA = (0 B) (3.86)
mit
«
(1 0) <5> =0 (3.87)
| (g) =1 (3.88)
det (é g) =1 (3.89)

Daraus folgt, dass « = 0,8 =1und D™'A = FE, d.h. D = A.
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3.2 Euklidische Bewegungen

Vorlesung vom 26.03.2012

3.2 Euklidische Bewegungen

Satz 3.2.5

Eine Matrix A beschreibt eine Drehung von R? oder R? gdw A € SO(2;R) oder A €

SO(3;R).

Beweis Zu zeigen:

A € SO(3;R) = A beschreibt eine Drehung von R?

Zur Erinnerung...

(3.90)

Eine Abbildung f : R™ — R" heisst euklidische Bewegung (Isometrie), wenn fiir alle

x,y € R?
1f ) - F)l =z —y
Wir haben gesehen, dass immer
f(z) = Az + b(z € R")

fiir ein A € O(n;R) und b € R™ (Satz [3.2.3).

Beispiel Betrachte
1 9 12 -20
A= %5 —20 15 0 € Mat(3;R)
12 16 15
und beachte, dass

A'A=FE.detA=1

d.h. A € SO(3;R).
Man berechnet

pa(t) = det(tE — A)

5 392 39
3
e R |
P Tas
14
=(t-1)t* - =t+1
(t—=1)(t %t+)

o4

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)
(3.96)

(3.97)



3.2 Euklidische Bewegungen

d.h. A hat einen Eigenwert 1 (eigentlich wie jede Matrix in SO(3;R), Lemma [3.2.4)).

Man erhélt
~1 —1
Al 2 | =1 2 (3.98)
2 2
-1
Eig(A;1) = Span{| 2 |} (3.99)
2
die sogenannte 'Drehachse’ von A. Sei
_1
3
v = % und (v, ve,v3) (3.100)
3
eine Orthonormalbasis von R3. Dann gilt:
110 0
pPAP'=[0]B (3.101)
0
mit
P~ = (v1,v9,v3) € O(3;R) (3.102)
P e O(3;R) (3.103)
det PAP™! =det A =1 (3.104)
= PAP™' € SO(3;R) (3.105)
= B € SO(2;R) (3.106)

Daraus folgt, dass fiir ein 6 € [0, 27)

B <0050 —sm@) (3.107)

sinf cosb

d.h. hg wirkt auf der Ebene Span{va,vs} senkrecht zu vy, wie eine Drehung um den
Winkel 6.
Beachte auchl} dass

Spur A = Spur(PAP™1) (3.108)
= 39 _ 1+ 2cos @ (3.109)
25
2
— -1~
= 0 = cos 5F (3.110)

Sei A € SO(3;R). Wir brauchen

LSpur = Summe der Diagonaleintrige
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3.2 Euklidische Bewegungen

(i) ha ist eine euklidische Bewegung, die den Nullpunkt fest ldsst.
(ii) ha lésst einen Vektor v # 0 fest.

(iii) ha wirkt auf der Ebene senkrecht zu v wie eine Drehung.

Beweis

e (i): Gilt nach Satz

e (ii) + (iii): Nach Lemma gibt es 0 # v1 € R? mit ha(v)) = Avy = vy. Wir
kénnen auch annehmen, dass vy ein Einheitsvektor ist und v, v3 € R3 finden, so
dass

B = (v1,v2,v3) (3.111)

eine Orthonormalbasis ist (die Ebene Span{vs,vs} ist zu v; senkrecht).
Wir erhalten

Mp(ha) = PAP 'mit P71 = (v, v9,v3) € O(3;R) (3.112)
P c O(3;R) (3.113)
det(Mp(ha)) =det A=1 (3.114)

Also Mp(ha) = PAP~! € SO(3;R) und hat die Formel

110 0
0| B (3.115)
0
Man beachte, dass
B'B=FE,detB =1 (3.116)
d.h. B € SO(2;R) ist die Matrixdarstellung einer Drehung der Ebene Span{va,vs}.
O
Bemerkungen
o Jedes A € SO(3;R) (die eine Drehung von R beschreibt) ist ein Produkt von
1 0 0 cosfy 0 —sinby costly —sinfs 0
0 cosB; —sinby |, 0 1 0 , | sinf3  cosf3 O (3.117)
0 sinf; cosb; sinfy 0 cosOy 0 0 1

e A€ O(2;R) oder A € O(3;R) mit det A = —1 beschreibt eine Spiegelung oder die
Komposition von Spiegelungen und Drehungen.
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3.2 Euklidische Bewegungen

e Man nennt SO(2;R) und SO(3;R) Drehgruppen. Fiir n > 3 ist die Situation
komplizierter, z.B.

costy —sint 0 0
sinthy  cos b 0 0 .
0 0 costy —sindy | EIOER) (3.118)
0 0 sintly  cos b

ist die Zusammensetzung einer Drehung der ersten beiden Koordinaten um den
Winkel ; und einer Drehung der letzten beiden Koordinaten um den Winkel 6o,
aber keine Drehung von R*.
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4 Losung von Differentialgleichungen

4 Losung von Differentialgleichungen

4.1 Systeme von Differentialgleichungen

Betrachte die lineare Differentialgleichung (erster Ordung):

d
dit: =az(a € R)
Zur Erinnerung:
ry 4T z(t+ h) —z(t)
T =G =i h

Die Loésungen haben die Form

Beachte, dass fiir 2/(t) = az(t):

(e7%xz(t)) = —ae~a(t) + e "2 (t)

=0

Sl

= e “z(t) = ¢ € R (konstant)

at

= z(t) = ce

Frage Wie 16st man ein System von Differentialgleichungen der Form

2y (t) = anzi(t)+ ... + aipzn(t)

z(t) = apz1(t)+ ... + apnan(t)

mit unbekannten Funktionen x;(t) iiber R (oder C) und a;; € R (oder C)?

Wir verwenden

e vektorwertige Funktionen

o8

(4.1)

(4.8)



4.1 Systeme von Differentialgleichungen

e matrixwertige Funktionen

an(t) s aln(t)
A(t) = : e :
am1(t) -0 amn(t)

mit Operationen aus der Analysis komponentenweise definiert:

a1
lim z(t) =

t—to

wobeil a; = l1m x;i(t)

— m
hm +
" h—0 h
ayy (t) atn(t)
2w =
dt , ,
anl(t) Ann (t)

Wir schreiben statt %

d
& Az mit A€ Mat(n;R) oder Mat(n;C)

dt
(oder: 2'(t) = Ax(t))

Beispiele
(i)
2 () = 521 (t)
xh(t) = —3x2(t)
dx 5 0
dt <0 —3) z(t)
Loésungen
zi(t) = c1e’
zo(t) = coe™ 3
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(4.13)
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(4.15)

(4.21)
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4.1 Systeme von Differentialgleichungen

(i)

#(t) = 301 (8) — 2(0)
zhH(t) = —2z1(t) + 2x2(1)

9T Aw(t) mit A = < 3 _1>

dt -2 2
Pa(r) = r;?) riQ‘
=(r=3)(r=2)-(1)(2)
=72 —5r+4
=(r—4)(r—1)

Fig(A;4) = Span{ (_11>}
Fig(A: 1) = Span{ @)}

Beachte, dass

sind Losungen und deshalb auch alle Linearkombinationen:

x(t) . cle4t + CQet
T\ —cre*t + 2¢9et

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

Satz 4.1.1 Sei A € Mat(n;R) und P € GL(n;R), so dass PAP~! Diagonalform mit

Diagonaleintrigen aq, ...,y hat. Die allgemeine Lisung des Systems

dr __
E—A.’E

ist dann
r=Ply
wobes

y; = c;e® fiir i = 1...n(c; Konstanten)
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4.1 Systeme von Differentialgleichungen

Beweis Man setzt fiir beliebiges

x1(t)
w=| (4.40)
T (1)
y(t) = Px(t) 0
d.ﬁE i 71dy
und G =P (4.43)
Daraus folgt, dass
dx B L dy B »
T Ax < P i AP y(t) (4.44)
oW _ pap y(t) (4.45)
dt ~——
diagonal
& y; = ;e fir Konstanten ¢;,i = 1...n (4.46)
O
Beispiel
T Ax mit A = (5 _2> (4.47)
palr) =r*+1 (4.48)
Eigenwerte: i, —¢
Eig(A;i) = Span{ <2 i i)} (4.49)
Eig(A; —i) = Span{ (2 N Z>} (4.50)
-1 __ 1 0 . 1 1 1
pArT = <0 _i) mit P = (2 —i 2+ z) (4.51)
ri(t)\ (1 1 cpeft
(ﬁz(ﬂ) B (2 —i 2+¢) <026—u (4.52)
it —it
— cie” + cee
a ((2 —i)ere + (2+ z’)chit) (4.53)

Wir haben alle (komplexe) Losungen bestimmt, aber oft braucht man nur die reellen
Lésungen. Man verwendet

e = cosv+i- sinv‘ (4.54)
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4.1 Systeme von Differentialgleichungen

und beachte, dass
z(t) =u(t) +i-v(t)

(u(t),v(t) sind reelle Funktionen)

eine Losung von ‘fl—f = Az ist gdw u(t) und v(¢) Losungen sind.

“ ((2 —>> e <<2 +>>

Wir haben hier

—(c +c) cost +(c —c) sint ;
T\ T 20 9cost + sint L= %27\ 2sint — cost

Reelle Losungen sind

k cost ok sint
! 2cost + sint 2\ 2sint — cost
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4.2 Die Exponentialbildung von Matrizen

Vorlesung vom 02.04.2012

4.2 Die Exponentialbildung von Matrizen

Zur Erinnerung (Satz [4.1.1))
Sei A € Mat(n;R) und P € GL(n;R) mit

(05} 0
PAP! =
0 o,
Die allgemeine Losung des Systems
dx
alta = Ax
ist dann
crett
T = : c1, ..., ¢p, Konstanten
cneant
oder
et 0
1 0 1 .
Span{P . sy P 0 }
6 eont
et 0
= Span der Spalten vonP~!
0 eont

Frage Wie 16st man das % = Az, wenn A nicht diagonalisierbar ist?

Beispiele
(i)
Ty (t) = 20z1(t) — 30z2(¢)
xh(t) = 91 (t) — 13w2(t)

dx . 20 —-30
T = Az(t) mit A = <9 13>

pa(r) =

r—20 30
-9 r+13

= (r—20)(r+13) — (—9)(30)
=r2—Tr4+10=(r—5)(r —2)
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4.2 Die Exponentialbildung von Matrizen

Eigenwerte: 5, 2

—_

Fig(A;5) = Span{ (2)}
Eig(4;2) = Span{ (3>}

) mer=(: 3
Gio) = (G 5) ()

_ 2c1e5 + 5ege?t
T\ 1€ 4 3cpe?

265t 562t
oder Span{ ( o5t ) , <3€2t)}

ot

PAP—P_(

(i)

d
& Az(t) mit A = <g i13>

Nicht diagonalisierbar.
Beachte jedoch, dass

() = (5) wma (06) = (&)

Losungen sind und deshalb auch alle Linearkombinationen

z1(t)\ _ [a e3t 4 cotedt
xo(t)) coedt

Man definiert die gewohnliche Exponentialfunktion e*(z € C) wie folgt:
=z 2 2’
Zf—u-+—+—+

| |
i=0 3!

Fir A € Mat(n;C) definiert man analog:

ZZ'A E+ A+ A2+ A3 ... € Mat(n;C)

64

(4.71)
(4.72)
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(4.80)

(4.81)

(4.82)
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4.2 Die Exponentialbildung von Matrizen

Behauptung (Beweis spiiter)
Die Exponentialfunktion e4 konvergiert fiir jedes A € Mat(n;C) absolut.

Bemerkungen

A

(1) Im Allgemeinen ist es nicht einfach die Eintrége der Matrix e zu Berechnen, aber

fir Diagonalmatrizen gilt:

a1 0

e\V an/ (4.85)

0

1

+ a7 . + .. (4.86)

ap,

14+ a1+ 5 oy 0
- (4.87)
012 OCS
0 14 on+ 5+ 5+
e 0
_ (4.88)
0 eon
(2) Betrachte nun, dass fir A € Mat(n;C) und P € GL(n;C):
- 1 1
PAPT — B (PAPTY) + 51 (PAP™)? + g(PAP—l)3 T (4.89)
1
=P(E)P"'+ P(AP ! + P(EAQ)P” + P(S'A3)P + .. (4.90)
= peftpt (4.91)
Im Besonderen, wenn
D =PAP™! (4.92)
diagonal ist, berechnet man relativ leicht

et =plelp (4.93)
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4.2 Die Exponentialbildung von Matrizen

Beispiel
20 =30
(2 ) "
1_ (50 o1 (25
PAP™" = <0 2) mit P~ = (1 3> (4.95)
(5 O)
A=pe\0 2)p (4.96)

P
(80 &) (5 Y) (4o
(730 ) s
Behauptung (Beweis spiter)

Sei A € Mat(n;C). Die Spalten von e*4 bilden eine Basis fiir den Vektorraum der Losungen
von

dr = Az (4.99)
Beispiel
dx 20 —30
i <9 _13> x (4.100)
Man berechnet
<5t 0)
g4 = p1e\0 2/ p (4.101)
6e5 — 5e?  —10e® + 10e?
- (3e5t _ 362t _56525 + 662t (4102)
Die Losungen sind in
6e% — 5e?t —10€% + 102
Spa’n{ <3€5t _ 3€2t> ’ ( —5€5t + 6€2t } (4103)
Verglichen mit
2¢°t 5e2t
Span{ ( 5t > ) <362t>} (4.104)

Sei A € Mat(n;C). Wir schreiben (A);; fiir den Eintrag an der Stelle (¢, j) und definieren
die Norm:

1Al

maz{|(A)ij| : | <i,j <nl} (4.105)
(1(A)is] < 1A%, 5) (4.106)



4.2 Die Exponentialbildung von Matrizen

Lemma 4.2.1 Fir A, B € Mat(n;C)
(1) [|AB]| < nl|Al|[|B]

(ii) ||A¥|| < nk=Y|A||F fiir alle k > 0.

Beweis

(i) Beachte, dass

(AB m!—lz ir(B)rjl

n

<Z\ Jir| |(B)r;]

< nllAH || Bl
(ii) folgt direkt aus (i)
Satz 4.2.2 Die Exponentialreihe
=FE+A L A? ! A3
= B+ At g A% 4 5 A%+
konvergiert fiir alle A € Mat(n;C) absolut.

Beweis

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

Wir zeigen, dass die Absolutbetridge der Eintrige (eA)ij jeweils eine beschrinkte und

daher konvergente Reihe bilden:

)] < Bl + ()il + | (A + 157 (4%)5] +

1 2 1 2 3
<14 ||All+ EnHAH T [|A]]” + ... (Lemma [4.2.1))

g 1(n\|AH+ <n|\A||>> !<n\|A|\>3+

1
— 14 = (Al
+ L )

(4.111)
(4.112)
(4.113)
(4.114)

O

Satz 4.2.3 Die Zuordnung t — e definiert eine differenzierbare Funktion Funktion

von t, und ihre Ableitung ist Aet
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4.2 Die Exponentialbildung von Matrizen

Beweis
d ‘A ) 6(t-i—h)A _ tA
— =lim —— 4.115
AR L (4.115)
Es geniigt zu zeigen, dass fiir
(t+h)A _ tA
R(t, h) = % — Aet4 (4.116)
folgendes gilt:
lim R(t,h) = (4.117)
h—0

Beachte, dass

1 (1 SN | _
R(t,h) = + > (= h)k Ak — tkA'f)> -3 i D AF (4.118)
k=0 k=1
infty
_ ki%((t +R)E — 4k — phth1) A (4.119)

k=

k

Betrachte auch die Taylorentwicklung fer Funktion f(z) = 2" um ¢ in zwei Termen mit

Restglied:
(t+h)* = f(t+h) (4.120)
= f(t) + hf'(t) + A2 f"(t + Oxh) mit O, € (0,1] (4.121)
= t* + hkt* L 4 BR2k(k — 1)(t + O,h)F 2 (4.122)
Man erhélt
hz (t+ O h)k=2Ak (4.123)
=1
(t,h); —(|t| + |n])¥||AF+2 4.124
[R(t, h)ij] Z e+ [hl) gl I (4.124)
1
< || Z (1t + | EnF 1| Al|F+? (nach Lemma [4.2.1) (4.125)
k=0
= |hfn]| A Pl HRInlIAl (4.126)
Daraus folgt
li 4.12
lim R(t, h) = (4.127)
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4.2 Die Exponentialbildung von Matrizen

0
A, B € Mat(n;C) heissen vertauschbar, wenn AB = BA.
In diesem Fall gilt
eMB = . P (Beweis spiiter) (4.128)
Daraus folgt, dass fiir jedes
A € Mat(n;C) (4.129)
gilt:
ed e = eATA) (da A(—1) = (—A)A) (4.130)
_ 0 (4.131)
-F (4.132)
d.h. e ist invertierbar mit Inverse e~ 4.
Beispiel
31 30 0 1
()= 0+ ) 9
Beachte, dass
3 0\ /0 1 0 0\ /3 O
(050 0)-6106 ) (4131
und deshalb
3t 0 . 0 ¢
g4 —\0 3] 00 (4.135)
(St 0) (0 t>
—e\V 3 00 (4.136)
e 0\ (1 ¢
_ ( o5 <O 1) (4.137)
e3t te?)t
= (O €3t> (4.138)
Die Losungen des Systems Z—f sind in
€3t te.?)t
spant(“y ) (15 )3 (4.139)
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4.2 Die Exponentialbildung von Matrizen

Vorlesung vom 16.04.2012

Zur Erinnerung: Fir A € Mat(n;C):

o

A 1. A2
e :Z—-A :E+A+§+...

i
i=0

Diese Reihe konvergiert absolut.
Siehe an dieser Stelle den Satz [4.2.61

Beispiel
(i)
2/ (t) = A- z(t) mit
-3 0
A= < 0 2) € Mat(2;C)
= 2/(t) = —3x1(t)
(1) = 2ua(t)
(—375 0)
—3t
JA_ 0 2t) (60
Losungen:
e 3t 0
Span{( 0 ) ) <62t>}
das heisst

7'(t) = B - x(t) mit

_(—18 10 1_ (=30 . .
B—(_30 17),PBP _(O 2) m1tP-<

_1<3t 0>
P _3 9 P
etB:e

(375 0)
—3t
—pl.\0 2 ~P:P1<e O)P

0 e

46_3t _ 3€2t —26_3t _ 62t
6673t _ 662t _3673t + 4€2t
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(4.150)
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4.2 Die Exponentialbildung von Matrizen

Losungen:
46—3t _ 36215 —26_3t _ e2t
Span (e pea )+ ( s 14 )) (1154)
Zur Erinnerung (n=1):

dz d , _u
E:a-x(t)ﬁg(e - (1))

Lemma 4.2.4 Seien A(t) und B(t) dfb. m x n und n X p matrizwertige Funktionen
von t. Dann ist A(t) - B(t) eine dfb. m x p matrizwertige Funktion mit

d dA dB

Z(AMB@)=—B+A — (4.160)

Beweis Aufgabe.

A,B € Mat(n;C) heissen vertauschbar, wenn AB = BA. Zum Beispiel: A und e*4
sind vertauschbar.

Lemma 4.2.5 Wenn A, B € Mat(n;C) vertauschbar sind, gilt eAtB = A . B

Beweis Beachte zuerst, dass fiir A € Mat(n;C):

d
7 (etA : e_tA) =A-et e et A e (Lemma [1.2.4) (4.161)

=0 (4.162)
Also ist €' - e7'4 konstant. Aber auch % - e 04 = ¢ = E(t = 0) und deshalb
et et = E d.h. e ist die Inferse von et4.

Beachte nun, dass fiir A, B € Mat(n;C) vertauschbar.

% (et(AJrB) e !B e_tA) (Lemma(4.2.4) (4.163)

_ (A + B) . et(A+B) . eftB . eftA . et(AJrB) (—B . eftB . eftA o eftB A eftA) (4.164)
Aber da A, B vertauschbar sind, gilt dies auch fiir A4, e*5.
Man erhélt

d

= (e(A+B> etB. e_tA> =0 (4.165)
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4.2 Die Exponentialbildung von Matrizen

das heisst, die Funktion ist konstant.
Daraus folgt:

ATB) L o=tB  mtA _ (4.166)
und
€t(A+B) — etA . etB (4167)
eATB) — A B (1 =1) (4.168)
O
Satz 4.2.6 Sei A € Mat(n;C). Die Spalten von €' bilden eine Basis fiir den Vek-
torraum der Ldsungen von ‘fl—f = Ax.
Beweis Sei z(t) eine beliebige Losung von Cé—”t“" = Az. Dann gilt nach Lemma
d
- (e a(t)) = —Ae ™ a(t) + e A a(t) (4.169)
Aber A und e sind vertauschbar und deshalb
d
Daraus folgt, dass
1
ext)y=1|: | c1,.yeneC (4.171)
Cn
C1
zt)y=1: [ -4 (4.172)
Cn

d.h. 2(t) ist eine Linearkombinationen der Spalten von ‘4. Die Spalten von e/ sind linear

unabhiingig, weil e/ invertierbar ist (Lemma [4.2.5). O
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5 Bilinearform

5 Bilinearform

Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung f : V x V — K heisst bilinear oder eine
Bilinearform von V', wenn f in jedem Argument linear ist, d.h. Va,y,z € V und o, 8 € K:

f(ax+ By, z) = af(z,2)+ B f(y, 2)
f(z,ax + By) = af(z,2) + B - f(2,y)

Man schreibt oft
<,>:VxV->K
und
<z,y>

statt f(z,y).

Eine Bilinearform f von V heisst
e symmetrisch, wenn < z,y >=<y,z >
e schiefsymmetrisch, wenn < z,y >= — <y, z >Vr,y eV

Man brauchte in diesen Fillen nur Linearitdt in einem Argument.

Beispiel
(i) Das Skalarprodukt

K" K" 5 K
<zy>=zly(=z-y)

ist bilinear und symmetrisch.
(ii) Fiir ein beliebiges A € Mat(n; K) ist

fa:K"x K" 5 K
<z,y>=z'Ay(= fa(zy))

bilinear (Aufg.) und symmetrisch gdw A ist symmetrisch (4 = A?).

fa ist symmetrisch
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5 Bilinearform

—=firl<i,j<n

— ot Ae: — e S— e
a;j = e Ae; =< ejej >=<ej,e; >

= €§-A6i = Oéjz‘
dh. A=A

A=A e<z,y>=2a'Ay € Mat(1; K)

= (2" Ay)'
— yt At (l‘t)t
=yt Ax
=<y, T >
fa ist schiefsymmetrisch gdw A ist schiefsymmetrisch (A =
(i) Fur A, B € Mat(m,n; K) definiert
< A, B >= Spur(A'B)
eine symmetrische Bilinearform von Mat(m,n; K) (Aufgabe)

(iv) Fiir konvergente relle Folgen:

(a) = (an : n € N)
(b) = (bp : n €N)

definiert
< (a), (b) >= limn—o0(anbn)
eine symmetrische Bilinearform von Tionvergent

(v) Auf dem Vektorraum PolR der reellen Polynome definiert

o0

< ¢(),x(x) >= D (¢(0) - x7(0))

=0

mit ¢() = i-te Ableitung einer symmetrischen Bilinearform.

Sei <, > eine Bilinearform von einem Vektorraum V' iiber K, und sei B = (vy, ...

eine Basis von V.

—A) (Aufgabe)

(5.17)

(5.21)

7vn)

Dann heisst A = (o) mit a;;0 < v;,v; >,1 < 4,5 < n die Matrix der Bilinearform

beziiglich B.
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5 Bilinearform

Beachte, dass fiir beliebige x,y € V mit

A1 M1
gp(z) = | @ |.aly)=| : (5.22)
An Hn
gilt:
<z,y>=< Z Aivi, Zujvj > (5.23)
i=1 j=1
= Z Z )\in < v,V > (5.24)
i=1 j=1
=D D iy oy (5.25)
i=1 j=1
= (q8(2))' Agp(y) (5.26)

Anmerkung Wenn man V iiber die Basis B mit K" identifiziert, erh&lt man
<mzy>=a'Ay (5.27)

Sei nun B’ eine andere Basis von V und A’ die Matrix der Bilinearform beziiglich B’.
Dann gilt fiir z,y € V:

<,y >= (qp(2))' A'qn(y) (5.28)
Aber auch
4p' = hys 0qp (5.29)
und deshalb fiir z,y € V
(¢5(2)) Aqp(y) =< z,y > (5.30)
a5 (2) (T5) A'(TF)ap(y) =< =,y > (5.31)
Daraus folgt:
(TEYA(TE) = A (5.32)
oder fiir @ = ((T'5)")~!
A= QAQ! (5.33)

Da jede invertierbare Matrix Q € GL(n; K) eine Ubergangsmatrix ist, gilt:
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5.1 Definition, Eigenschaften und Beispiele

Vorlesung vom 20.04.2012

5.1 Definition, Eigenschaften und Beispiele

Satz 5.1.1 Sei A € Mat(n; K) die Matriz einer Bilinearform beziiglich einer Basis.
Die Matrizen A’, die dieselbe Linearform beziiglich anderen Basen beschreiben, sind
diejenigen der Formel

A= QAQ" fiir ein Q € GL(n; K) (5.34)

Eine Bilinearform von einem Vektorraum V {iber K ist eine Abbildung f: V xV — K,
die linear in jedem Argument ist.

Beispiel Fiir A € Mat(n; K)

fa:K"x K" - K (5.35)
<xy>=ax'Ay (5.36)

Die Matrix einer Bilinearform von V iiber K beziiglich einer Basis B = (vq,...,v,) ist
A = (a4j) mit o;; =< v;,v; >. Man erhalt fiir

r,yeVi<xzy>= qB(:c)tAqB(y) (5.37)

Bemerkungen

o A € Mat(n; K) ist die Matrix des Skalarprodukts beziiglich einer Basis gdw A = QQ°

fiir ein Q € GL(n; K).
Zum Beispiel
10 1 -1 3\ /-1 2
=)= NG 39
Q Q*

ist die Matrix des Skalarprodukts iiber R? beziiglich der Basis

= (()-6)

arp = (-1 3) <_31> =10 apz= (-1 3) G) =1
g = (2 1) <_31> =1 ap=(21) G) =5

(5.40)



5.1 Definition, Eigenschaften und Beispiele

Beachte, dass A symmetrisch ist

(@ B)A (g) = (o 8)QQ" <g> (5.41)
= (—a+28)* + (3a + B)? (5.42)
>0 (5.43)

e Die Matrix des Skalarprodukts beziiglich einer orthonormalen Basis ist die Einheits-
matrix

A=QQ'=F (5.44)
Frage Wie charakterisiert man die (reellen) Matrizen, die (beziiglich einer geeigneten

Basis) das Skalarprodukt reprisentiert? D.h. A € Mat(n; K) mit A = P'P,P € GL(n; K)
Eine reelle symmetrische Matrix A € Mat(n; Q) heisst positiv definit, wenn

' Ar > 0Vr € R™\ {0} (5.45)
Beispiel Jede Diagonalmatrix
a1 0
(5.46)
0 Qnn

mit ay; > 0 fiir ¢ = 1...n ist positiv definit.
Man beachtet auch: A, B positiv definit = A + B positiv definit.

Lemma 5.1.2 Fir eine symmetrische Matriz A € Mat(n;R) und P € GL(n;R) sind
dquivalent:

(i) A ist positiv definit

(ii) PAP ist positiv definit

Beweis

o (1)=(2):Sei A e Mat(n;R). Fiir P € GL(n;R) und x € R™ \ {0} gilt:

(P'AP)' = P'AP (5.47)
Px # 0 P invertierbar (5.48)
' (P'AP)x = (Px)'A(Pz) > 0 (5.49)

das heisst P'AP ist symmetrisch und positiv definit.

e (2) = (1): Nach (1) = (2):
P!AP positiv definit = (P~1)!P'APP~! = A positiv definit. O
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5.1 Definition, Eigenschaften und Beispiele

Satz 5.1.3 Fir A € Mat(n;R) sind dquivalent:
(1) A reprisentiert beziiglich einer geeigneten Basis von R™ das Skalarprodukt
(2) A= PP fiir ein P € GL(n;R)

(8) A ist symmetrisch und positiv definit

Sei nun <, > eine symmetrische Bilinearform von einem endlich-dimensionalen
Vektorraum V iiber R. Zwei Vektoren v, w € V sind orthogonal beziiglich <, >, wenn

<v,w>=0 (5.50)
oft geschrieben v | w.

Eine Basis B = (v1,...,v,) von V heisst Orthonormalbasis beziiglich <, > wenn fiir
1<, <n

1 =

0 andernfalls (5.51)

<0,V >= {
Daraus folgt fiir eine Basis B von V:

B ist eine Orthonormalbasis < die Matrix von <, > beziiglich B ist die Einheitsmatrix
(5.52)

Frage Wann und wie findet man eine Orthonormalbasis von V7

Satz 5.1.4 Sei <,> eine positiv definite, symmetrische Bilinearform eines endlich-
dimensionalen Vektorrams V idber R. Dann gibt es eine Orthonormalbasis fiir V
beziiglich <, >.

Beispiel Sei <,> das Skalarprodukt < x,y >= (z,y) = x'y und betrachte den Unter-
raum von R3

«
V={|8] eR3:2a -+ 3y =0} = Span{vy, vy} (5.53)
Y

mit

1
v = 2 (5.54)
0
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und

Man setzt zuerst

1
V5
U1 . .
up = — = | % | (Einheitsvektor)
0
|1}1‘ =v/<v1,01 > = \/5
z
-
U1
\ Yy
UQ\\\\\\
(%]
T
Sei nun
_6
/ 3°
Vg = V2— < V2,U] > ‘Ul = 5
1

und beachte, dass

< ul,vé > =< up,vp— < vV, u; >>
=< U1,V > — < vy, u; >< Up,u; >

=0
Man setzt
, _6
7)2 5 35 . .
upg = —==——= | 2 | (Einheitsvektor)
VA TOR W
Eine Orthonormalbasis ist
1 __6_
NIFaNEE
(Ul Uz) = N E @
0 V1o

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)
(5.60)
(5.61)

(5.62)

(5.63)
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Beweis Wir beschreiben das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren, mit dem
man aus einer beliebigen Basis B = (vy,...,vy,) eine Orthonormalbasis (beziiglich einer
positiv definiten symmetrischen Bilinearform <, >) konstruieren kann.

e Anfang: Beachte, dass v; # 0 und deshalb < v1,v; >> 0 und man kann v; durch
den Einheitsvektor

1
= — 5.64
w1 V<, v > ( )
in B ersetzen.
e Induktiver Schritt: Nehmen wir an:
— wq, ..., wi_1 sind orthonormal
— (w1, .oy W—1, Vg, ..., Uy ist eine Basis von V
Man setzt
o =< vp,w; >1=1.k-1 (5.65)
W=7V — 1w, — QW2 — ... — Op_1WE_1 566)
und beachte, dass fiir i = 1...k — 1
<W,wW; > =<V, W; > —01 <W,W; > —o — Ofp—1 < Wg—1, Wi > (5.67)
=< Vg, W; > —o; < Wi, W; > (5.68)
=< Vg, W; > — < Vg, W; > (5.69)
=0 (5.70)
Man ersetzt v;, durch den Einheitsvektor wy, = \/ﬁw. ]
Beweis (Satz|5.1.3))
e (1) & (2) Folgt direkt aus Satz
° (2) = (3)
A= P'P,P e GL(n;R) (5.71)
= A= (P'P)=P'P=A (5.72)
= A = P'EP ist positiv definit (Lemma [5.1.2) (5.73)

e (3) & (2) Sei A € Mat(n;R) symmetrisch und positiv definit. Dann existiert nach
Satz eine Orthonormalbasis B von R" beziiglich der Bilinearform < z,y >=

2t Ay.
Die Matrix A’ € Mat(n;R) von <, > beziiglich B ist die Einheitsmatrix E.
Aber auch
P'A'P = A fiir P € GL(n;N) (5.74)
= P'P=A (5.75)
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5.2 Symmetrische Bilinearform

Frage Aber wie iiberpriift man, ob eine symmetrische Matrix A € Mat(n;R) positiv
definit ist?

Sei A; € Mat(i;R) fiir i = 1...n die obere linke i x 7 Teilmatrix von

Ay = (a11) (5.77)
[ a11 Q12

1y (2 2) 579
: 5.79)

A, =A (5.80)

Det(A;) fir i = 1...n heissen Hauptminoren von A.

Satz 5.1.5 Fiir A € Mat(n;R) sind dquivalent:

(1) A ist positiv definit.

(2) Alle Hauptminoren von A sind positiv.
Beispiel n =2

(0‘ ﬂ) € Mat(2;R) (5.81)
B ’ '

ist positiv definit gdw o > 0 und ay — 5% > 0.
5.2 Symmetrische Bilinearform

Wir betrachen nun symmetrische Bilinearformen die nicht immer positiv definit sind.

Beispiel Betrachte die symmetrischen Bilinearformen auf R2:

<<x1) ; <y1>> = ary1 + Brayz2 (o, B € R) (5.82)
T2 Y2
Die Matrizen beziiglich
1 0
(HRG) 059
sind
a 0
(0 5) , d.h. (5.84)
<azy>=a' <‘8‘ g) y (5.85)
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5.2 Symmetrische Bilinearform

<, > ist positiv definit gdw o > 0,3 > 0 und in diesem Fall hat R? eine Orthonormal-

basis beziiglich <, >
_— 0
0 VB
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5.2 Symmetrische Bilinearform

Vorlesung vom 25.04.2012
5.2 Symmetrische Bilinearformen

Riickblick
Sei <, > eine positiv definite symmetrische Bilinearformen auf einem endlich-dimensionalem
Vektorraum V iiber R. Dann gibt es eine Orthonormalbasis fiir V' (Satz |5.1.4)).

Fiir A € Mat(n;R) sind dquivalent:
(i) A reprisentiert (beziiglich einer Basis von R™) das Skalarprodukt
(i) A= P'P fiir ein P € GL(n;R)
(iii) A ist symmetrisch und positiv definit (Satz

Wir betrachen nun symmetrische Bilinearformen die nicht immer positiv definit sind.
Beispiel Betrachte die symmetrischen Bilinearformen auf R?:

< <m1> ) <y1> >=ax,y + BnyQ(O‘75 € R) (587)

T2 Y2
(<(1)> : (?)) (5.88)

(3‘ g) (5.89)

Die Matrizen beziiglich
sind

d.h.
ot a 0
<z,y>=ux (0 ﬁ) Yy (5.90)

<, > ist positiv definit gdw. o > 0,3 > 0 und in diesem Fall hat R? eine Orthonormal-

basis beziiglich <, >
£ 0
() (L) (5.91)
0 VB

die Matrix von <, > beziiglich dieser Basis ist

(é ‘f) (5.92)
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5.2 Symmetrische Bilinearform

Wenn a < 0,8 < 0 gilt:
.. 2 0
< z,r ><0 fir alle z € R*\ {<O>} (5.93)

und <, > ’negativ definit’.
Es gibt eine Orthogonalbasis:

1
(5)(2)
(‘01 01> (5.95)

Ahnlicherweise ist o > 0, 8 < 0, dann erhilt man eine Orthogonalbasis:

(<“(1)5> , (é)) (5.96)

((1) _01) (5.97)

Sei nun <, > eine symmetrische Bilinearform auf einen endlich dimensionalen Vektorraum
V iiber R. Eine Basis B = (v1, ..., v,) von V ist eine Orthogonalbasis beziiglich <, > wenn
fir 1 <4,7 <n gilt:

und die entsprechende Matrix ist

und die entsprechende Matrix ist

<wvj,v; >=0fiiri #j (5.98)
oder man schreibt
Vg 1 Uj (5.99)

Daraus folgt, dass fiir eine Basis B von V'

B ist eine Orthogonalbasis < die Matrix von <, > beziiglich B ist diagonal

Satz 5.2.1 (a) Sei <,> eine symmetrische Bilinearform auf einem endlich di-
mensionalen Vektorraum V dber R. Dann existiert eine Orthogonalbasis B =
(V1 ey Un) mit < vy, v; >€ {=1,0,1} fiiri=1...n

(b) Sei A € Mat(n;R) symmetrisch. Dann existiert Q € GL(n;R), so dass QAQ"
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5.2 Symmetrische Bilinearform

diagonal ist mit Diagonaleintrigen in {—1,0,1}.

Idee fiir (a) Man findet v € V mit
<wv,v>#0 (5.100)
und dann einen Unterraum W von V mit

V = Span{v}® W (5.101)
< x,y >=0 fiir alle x € Span{v},y e W (5.102)

Die Behauptung folgt durch Induktion nach dim V.

Sei <, > eine symmetrische Bilinearform von V. Ein 0 # v € V heisst isotrop, wenn
< v,v >= 0, andernfalls anisotrop

Lemma 5.2.2 Wenn eine symmetrische Bilinearform <,> wvon einem Vektorraum
V diber R nicht identisch Null ist, gibt es v € V mit < v,v ># 0.

Beweis Wir nehmen an, dass es v,w € V gibt mit < v,w >#£ 0, < v,v >=0, < w,w >=
0. Daraus folgt

<vFwvtw>=<v,v>+<ww>+<v,w>+<wv> (5.103)
=2<v,w>#0 (5.104)
]

Sei <, > eine symmetrische Bilinearform auf V. Ist W ein Unterraum von V', heisst
Wt={veV :<v,w>=0 fiir alle w € W} (5.105)

das orthogonale Komplement von W (beziiglich <, >), ein Unterraum von V.
Insbesondere heisst V! das Radikal von <,>, und <, > heisst nicht-entartet, wenn,
Vvt ={0}.

Lemma 5.2.3 Sei A die Matriz einer symmetrischen Bilinearform von V' beziiglich
eine Basis B

(a) V! ={v € V|44 (v) = 0}

(b) <, > ist nicht-entartet gdw. A ist invertierbar

Beweis
(a) Furv e V:
Ay (v) = 0= qp(w)' Ay, (v) = 0 fiir alle w € V (5.106)
=< w,v>=0firaleweV (5.107)
=veVt (5.108)
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5.2 Symmetrische Bilinearform

Agy (v) # 0= qp(w) Ay, (v) # 0 fiir ein w € V mit (5.109)
0
0
gp(w) = |1 (5.110)
0
0
=veV (5.111)

(b) folgt direkt aus (a)

Lemma 5.2.4 Sei <, > eine symmetrische Bilinearform auf einem endlich-dimensional
Vektorraum V diber R.

(a) Ist w € V anisotrop, d.h. < w,w ># 0, dann gilt:

V = Span{w} & (Span{w})* (5.112)

(b) Ist W ein Untarraum von V und die Finschrinkung von <,> auf W nicht-
entartet, d.h. {w € W| < w,w’ >= 0 fiir allew’ € W} = 0, dann gilt v =
waowt

Beweis

(a) Wir brauchen:

Span{w} N (Span{w})* = {0} (5.113)
V = Span{w} + (Span{w})* (5.114)
v € Span{w} N (Span{w})* (5.115)
= v = ouw fir ein « € R (5.116)
<v,w>=0 (5.117)
<v,w>=a<w,w > (5.118)

= a=0(<w,w>#0) (5.119)

v=0 (5.120)
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5.2 Symmetrische Bilinearform

Fir v e V gilt:

<v,w > <v,w >
v= 00T - ST (5.121)
<w,w > <w,w >
€ Span{w} € (Span{w})+
<v,w > <v,w >
<aw,v—&w >=a(< w,v > =t < w,w >) (5.122)
<w,w > <w,w >
=0 (5.123)

(b) folgt aus a durch Induktion nach dim W

Beweis (Satz [5.2.1)
(a) Induktion nach dim V'

— Induktionsanfang
dimV =0, (,) ist eine Orthogonalbasis.

— Induktionsschritt
Wenn <, > identisch Null ist die Matrix beziiglich jeder Basis die (diagonale)
Nullmatrix. Andernfalls gibt es nach Lemma [5.2.2) v; € V mit < vy,v; ># 0,
und daraus folgt nach Lemma [5.2.4]

V = Span{v} @ (Span{vi})* (5.124)
Nach Induktionsannahme existiert eine Orthogonalbasis (va, ..., v,) fiir (Span{vi})=*.

Da auch < vy,v; >= 0 fiir i = 2..n(v; € (Span{vi})*) ist (v, ...,v,) eine Or-
thogonalbasis von V.

Man ersetzt v; durch

v; .
;= — fir <wv,v, >>0 5.125
wj \/W ur Vi, Vg ( )
w; = v; fir <w;,v; >=0 (5.126)
w; = Ui fir <w;,v; ><0 (5.127)

V-— < U,v; >

und (wi, ..., wy,) ist eine Orthogonalbasis fiir V' mit < w;,w; >€ {—1,0,1} fiir i =
1...n.

(b) folgt direkt aus (a) O

Bemerkung Man kann die Orthogonalbasis in Satz so permutieren, dass die v; mit
< v;,v; >= 1 zuerst kommen, dann die v; mit < v;,v; >= —1 und zuletzt die v; mit
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5.2 Symmetrische Bilinearform

< i, v; >= 0. D.h. die Matrix der Bilinearform <, > beziiglich dieser Basis hat die Form

E, 0
* —E, (5.128)
0 Os

p+qgt+s=n (5.129)

E,, E, sind p x p,q X q Einheitsmatrizen, Os ist die s x s Nullmatrix.

Satz 5.2.5 Die Zahlen p,q,s, welche in x vorkommen, sind durch die Bilinearform
<, > festgelegt, d.h. sie hingen nicht von der Wahl der Orthogonalbasis ab. Man nennt
das Zahlenpaar die Signatur der Bilinearform.

Beweis Sei (v1, ..., v,) eine Orthogonalbasis von V mit n = p+ ¢ + s und

1 1<i<p
<v,v;>=<¢—1 p+1<i<p—+gq (5.130)
0 p+qg+1<i<n

Wir zeigen zuerst, dass
V= Span{vps i1, - Vprgrst (5.131)

Daraus folgt, dass s = dim V- durch <, > eindeutig bestimmt ist.
Beachte, dass

w= vy + ... + apu, €V (5.132)
gdw < w,v; >=0firi=1.n (5.133)
gdw o < v, v; >=0fliri =1...n (5.134)
gdwW W = Qpyg+1Vptgr1 + .. + apUp (5.135)
d.h.
VL = Span{vyigi1, -, vn} (5.136)
Sei nun (v}, ...,v),) auch eine Orthogonalbasis von V' mit
n=p +q¢+5 (5.137)
und
1 1<i<y
<v,v>=<¢—1 p+1<i<p+¢ (5.138)
0 pP+¢d+1<i<n
Es geniigt zu zeigen, dass
vl,...,vp,v;),_ﬂ,...,v; (5.139)
linear unabhingig sind (Aufgabe).
Daraus folgt, dass p1 + (n —p) <dimV =n,p<p.
Ahnlicherweise p’ < p, also p’ = p und ¢’ = q. 0.
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5.2 Symmetrische Bilinearform

Vorlesung vom 30.04.2012
5.2 Symmetrische Bilinearformen

Riickblick und Vorschau
Ist A € Mat(n;R) symmetrisch, dann gibt es P € GL(n;R), so dass fiir geeignete
p,q,s € N gilt
E, 0
PAP! = -E, Satz 5.2.1] (5.140)
0 0

Zudem sind p, ¢, s durch A eindeutig festgelegt (Satz [5.2.5)).

Wir werden spéter in der Vorlesung sehen, dass es eine orthogonale Matrix P € O(n;R)
(d.h. P! = P?) gibt, so dass PAP! diagonal ist. Daraus folgt, dass p,q,s die Anzahl
von je den positiven, negativen und nullwertigen Eigenwerten darstellen (beziiglich
algebraischer Vielfachheit). Wenn auch A positiv definit ist (z!Ax > 0 fiir x # 0) gilt
p=n,qg=s=0.

Wiederholung Satz 5.1.5:
Fiir A € Mat(n; R) symmetrisch sind dquivalent:
1. A ist positiv definit

2. Alle Hauptminoren von A sind positiv (det A; > 0 fiir i = 1...n, wobei A; die obere
linke 4 x i Teilmatrix von A ist)

Beweis

e (1) = (2). Sei A positiv definit. Nach Satz ist A = P'P fiir ein P € GL(n;R).
Daraus folgt:

det A, = det A (5.141)
= det P'P (5.142)
= det P' det P (5.143)
= (det P)? (5.144)
>0 (5.145)
Ahnlicherweise da A; auch positiv definit ist, gilt det A; > 0 .
e (2) = (1) Induktion nach n.
— Induktionsanfang n=1
A= (a) (5.146)
det A=a>0 (5.147)
= 2' Az = ax'z > 0(x #£0) (5.148)
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5.3 FEuklidische Ridume

— Induktionsschritt Nach Induktionsannahme ist A,_; positiv definit (Zu zei-
gen: A, ist positiv definit). Nach Satz gibt es Q' € GL(n — 1;R) mit

Q/Anlelt =FEn 1 (5149)
Dann gilt:
En—l *

QAQ' = (5.150)

*

/
Q= QO (1) (5.151)
(5.152)

Durch elementare Zeilenumformungen erhélt man

A= papt = (2|0
S—— 0

symmetrisch

mit P = Ly,...,LxQ € GL(m;R)  (5.153)

(weil A" symmetrisch ist).

Daraus folgt, dass

det A > 0 = det A’ = det P det Adet P (5.154)
= (det P)*det A (5.155)
>0=a>0 (5.156)

und A’ ist positiv definit. Nach Lemma ist A auch positiv definit. O

5.3 Euklidische Raume

Ein endlich-dimensionaler Vektorraum V iiber R zusammen mit einer positiv definiten
symmetrischen Bilinearform <, > heisst euklidischer Vektorraum. Man beachet, dass
firveV

v=0gdw <v,v>=0 (5.157)
und definiert
lv| = v<v,0> (5.158)
die Lange von v und auch
d(z,y) =z —y|, z,y € v (5.159)
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der Abstand von z nach y.

Ziel Wir mochten den Winkel zwischen v # 0 und # 0 € V messen.
Methode Fiir v, w linear abhiingig ist der Winkel 0. Andernfalls betrachtet man den
Unterraum

W = Span{v, w}(dim W = 2) (5.160)

Die Einschrankung der Bilinearform auf W ist auch positiv definit. Also hat W eine Or-
thonormalbasis

B = (wl,wg) (5.161)
Beachte, dass fiir z,y € R? gilt
(x-y) =|z||y|cosb (5.162)
wobei 6 der Winkel zwischen z und y ist.
Insbesondere
(¢3(v) - qB(w)) = lgB(v)| |lgB(w)| cos O (5.163)
(5.164)
und man erhalt
< v, w >= |v| |w|cos (5.165)
cosf = =02 (5.166)
|v] w]

Man definiert den Winkel 6 zwischen v und w als Winkel zwischen gg(v) und ¢g(w) - bis
auf das Vorzeichen + — eindeutig festgelegt.

Man erhélt die Schwarzsche Ungleichung

| <v,w>| < |v]|w] (5.167)
und die Dreiecksungleichung

lv+w| < |v] + |w]| (5.168)

(Aufgabe)

Beachte nun, dass fiir einen Unterraum W die Einschrankung von <,> auf W nicht-
entartet ist, und deshalb gilt nach Lemma

V=waowt (5.169)
(Wt ={veV :<v,w>=0 fir alle w € W}) (5.170)
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5.3 FEuklidische Ridume

Also hat jedes v € V eine eindeutige Darstellung der Form
v=w+w mitweW,<ww >=0 (5.171)
Man definiert
II:vV-—-Q,v—w (5.172)

die orthogonale Projektion von V auf W.

Sei nun (wq, ..., wg) eine Orthonormalbasis von W. Dann gilt fiir jedes v € V:
II(v) =< v,w; > wy + ..+ < v,w > wg, (5.173)

(die geometrische Bedeutung des Gram-Schmidt-Verfahrens).
Es geniigt zu zeigen, dass

v=_w +(v—w) mit w=<v,w >w+ ..+ <v,w > wg (5.174)
N ——
€w ewd

Firi=1...k:
<v—w,w; > =<v,w; > — < w,w; > (5.175)
=< v,w; > — < v,w; >< w;, w; > (5.176)
_0 (5.177)

Also v —w € W,

Insbesondere erhélt man fiir eine Orthonormalbasis B = (v1,...,v,) von V und v € V

<wv,v1 >
v =<v,0] > V] + ..+ <V, > Vy,qp(V) = : (5.178)
< v, vp >
Beispiel Betrachte den Unterraum von R3
Q@
W={|8] €R®: 2a—B+3y=0} (5.179)
Y

Man findet eine Orthonormalbasis (siehe vorheriges Beispiel) beziiglich des Skalarpro-
dukts:

6

@

1
%

B = (u1,u2) mit ug = % Ju2 = | 5 (5.180)
0 5

V10
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Fur
3
v=| -2 (5.181)
4
berechnet man:
II(v) =< v,u1 > ui+ < v,ug > ug (5.182)
1 _6_
=B 2 Y| Flut@B -2 49| 5| w (5.183)
5
0 J10
1 4
= ——u — ——u 5.184
VYT ( )
1
7
=3 ew (5.185)
g
1 20
3 7 7 |
v—H)=|-2]-|F]|=|2| W (5.186)
4 =2 30
7 7

5.4 Hermitesche Formen

Ziel: Wie suchen nun dhnliche Begriffe - wie Symmetrie, Linge, Positivitiat, Orthogonalitit
usw. - und Charakterisierungen fiir Vektorrdume iiber C.
Zuerst wie definiert man die Linge eines Vektors?
T
z=|: | eC'mite;=a;+08-i,a;,8; cR,j=1.n (5.187)

In

Man verwendet oft

2] = /a3 + 87 + ..+ 02 + 52 (5.188)
=VI1z1 + ... + Ty (5.189)
wobel a + i = a — i (5.190)

Man braucht deshalb statt dem iibelichen Skalarprodukt

<zy>=xly (5.191)
=Tyt + oo + Tnln (5.192)

Beachte, dass fiir diese Definition fiir alle x € C\ {0}

<z,2>€R" = {a € Rla > 0} (Positivitét) (5.193)
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Sei V ein Vektorraum iiber C. Eine Abbildung <,>: V xV — C, (v,w) —< v, w > heisst
hermitesche Form auf V', wenn fiir alle z,y,z € V,a € C gilt:

<ar,y>=a<zy> (5.194)
<zt+y,z>=<zT,2>+<y,z> (5.195)
<z, y>=<y,r> (5.196)

Daraus folgt auch

<z,ay>=<ay,r > (5.197)
=a<y,r> (5.198)
—a<yzS (5.199)
=a<z,y> (5.200)

<zy+z>=<y+z,x> (5.201)
=<y, r>+<z,r> (5.202)
=<z,y>+<z2z> (5.203)
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Vorlesung vom 04.05.2012

Hermitesche Formen

Beispiele
(i) Das hermitesche Standardprodukt auf C™ ist

<ay>=aly =Ty + ... + Tayn €R
(< z,y >€ RT fiir z # 0)

(5.204)
(5.205)

(ii) Sei Cla,b] die Menge aller komplexwertigen stetigen Funktionen f : [a,b] — C. Dann

ist < f,g >= f f(z)g(z)dz eine hermitesche Form auf C[a, b].

(iii) Sei V' der Vektorraum aller Folgen (z;),i € N von komplexen Zahlen, so dass

lim (3" |zi|?) existiert. Dann ist
n—oo

< (i), (yi) > (i €N) szyl

eine hermitesche Form auf V.

(5.206)

Sei nun V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber C. Analog zur Matrix einer Bili-
nearform definiert man die Matrix einer hermiteschen Form auf V beziiglich einer Basis

B = (v1,...,v,) von V:
A = (a;5) mit oy =< v;,v; >,1<i,j<n
Daraus folgt, dass Vo, w € V:
<wv,w>= (q5(v)")Agp(w)
Man erhélt fir 1 <4,5 <n
i =< v, v; >= < U,V > = 0j;
Sei nun A € Mat(n;C). Man definiert
A* = A fiir A= (ij), A =@y
als die Adjungierte von A (im Gegensatz zu einer vorherigen Definition.)

A heisst hermitesch, wenn A = A*
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5.4 Hermitesche Formen

Beispiel

5 i 1426
—i -1 3 (5.211)
1—2 3 2

ist hermitesch.

Bemerkungen

e Die Diagonaleintréige einer hermiteschen Matrix A = («;) sind reell

Qi =05 = i € R (5.212)

e Wenn A die Matrix einer hermiteschen Form <, > beziiglich einer Basis B ist, gilt

<v,w >=qp(v)"Agp(w) (5.213)
und A = A* ist hermitesch
o Fiir A € Mat(n;R) gilt
A* = At = A" d.h. (5.214)
A ist hermitesch < A ist symmetrisch (5.215)

e Fiir A, B € Mat(n,C) gilt

(A+B)*= A"+ B” (
(AB)* = B*A* (5.217

(At = (a7t (

A* = A (Beweis Aufgabe) (

Satz 5.4.1 Sei A die Matrix einer hermiteschen Form <,> auf einem Vektorraum
beziiglich einer Basis B. Die Matrizen A’, die <,> beziiglich anderen Basen B’ be-
schreiben, sind diejenigen von der Form

A = QAQ* (5.220)

fir ein Q € GL(n;C)

96
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Beweis Fiir z,y € V gilt

<z,y>=(qp(z))" Algs(y)) (5.221)
= (qp/(2))"A' (g5 (y)) (5.222)
Aber auch
s = hys 0qp (5.223)
und deshalb
(¢(x))" Ags(y)) (5.224)
= (q8(2))" (TF)A'(T)an(y) (5.225)
Daraus folgt: Man wihlt z = v;,y = v; fiir B = (v1, ..., vp)
A= (TE)A(TE) (5.226)
oder fiir
Q=(TE)) ' =WTE)) (5.227)
A = QAQ* (5.228)
O
Bemerkungen

1. A € Mat(n;C) ist die Matrix des hermiteschen Standardskalarprodukts beziiglich
einer Basis gdw. A = QQ* fiir ein Q € GL(n;C).

Zum Beispiel
- 6 1+20\ (2447 1\ (2—7 1+
A= <1 —2i 3 > - (1 —1 2) < 1 —1i > (5.229)

ist die Matrix des hermiteschen Standardskalarprodukts beziiglich der Basis

{20\ [1+4i
o ((3):02)
Beachte, dass A hermitesch ist (4 = A*) und z*Axr € RT fiir 0 £ 2 € C"

2. Sei B = (v1,...,vp) eine Basis von V und sei <, > eine hermitesche Form auf V' mit

1 i=j

0 andernfalls (5.231)

< V4,05 >= {

Dann ist die Matrix von <,> beziiglich B die Einheitsmatrix und < v;,v; >=
qB(vi)*qB(vj), d.h. P*P = E mit P = (¢(v1)...q5(vn))

Eine Matrix P = Mat(n;C) heisst unitéir, wenn P*P = E, d.h. P* = P71,
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5.4 Hermitesche Formen

Beispiel
(11
7 Oz (z) \/OZ (5.232)
ist unitar.
Bemerkungen
(1) P = Mat(n;R) ist unitiir gdw P*P = P'P = E gdw. P orthogonal ist.
(2) Die unitéren n x n Matrizen bilden die sogenannte unitire Gruppe:
V(n;C)={P € GL(n;C): P*P = E} (5.233)
Man definiert auch (wie fiir reelle Matrizen):
e Eine hermitesche Form <, > auf V ist positiv definit, wenn
<v,v>ERTVO#£v eV (5.234)
A € Mat(n;C) ist positiv definit, wenn z*Ax € Rt Vo € C"
e Eine Basis B = (vy,...,v,) heisst Orthonormalbasis beziiglich einer hermiteschen
Form <, >, wenn
< v >= {(1) 1= (5.235)
andernfalls

Satz 5.4.2 Sei <,> eine hermitesche Form auf einem endlich-dimensionalen Vek-
torraum V dber C. Es gibt eine Orthonormalbasis fiir V gdw <,> ist positiv definit.

Beweis (Aufgabe)

Satz 5.4.3 Sei <,> eine hermitesche Form auf einen endlich-dimensionalen Vek-
torraum V diber C und sei W ein Unterraum von V. Wenn die Einschrinkung von
<,> auf W nicht entartet ist, d.h. {w € W| < w,w’ >= OVw' € W'} = {0} gilt
v=WaoWt (Wt ={veV|<v,w>=0vVwc W})

Beweis (Aufgabe)

Vorschau Fiir A € Mat(n;C) hermitesch, sind die Eigenvektoren zu verschiedenen Ei-
genwerten von A zueinander orthogonal, dann existiert eine unitire Matrix U, so dass
U*AU (= U1 AU) eine reelle Diagonalmatrix.
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5.4 Hermitesche Formen

Beispiele

(i) Die Matrix

1 1—14
A= (1 4 0 > € Mat(2;C) (5.236)
ist hermitesch.
t—1 -1 9
det(tE — A) = 1 ; =t"—t—-2=(t—-2)(t+1) (5.237)

Eigenwerte: 2, —1 € R

(—11—1' Z;1> (2) = <8> = a1 = (1—i)z2 (5.238)

Eigenwert 2:

Eig(A;2) = Span{ <1 N 1)} (5.239)
Eigenwert -1:
-2 1 —1 T . 0 e
(_1 i 1 ) (552) = (0) = 2x1 = (1 — )9 (5.240)
Big(A; —1) = Span{ (1__22>} (5.241)
Beachte, dass
1—d\" (1—i , 1—i
< ) ) <_2):(1+z 1)<_2>_0 (5.242)
Dann gilt
. (2 0
U*AU = <0 _1> (5.243)
mit
1= 1-i
U= (VF !é) (5.244)
V3 V6
unitér.
(i)
01 1
A=11 0 1| € Mat(3;R) (5.245)
1 10
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ist hermitesch, d.h. symmetrisch.

t -1 -1
dettBE —A)=|-1 t —1|l=t2-3t—2=(t+1)>%*t-2) (5.246)
-1 -1 t
Eigenwerte: —1, 2
Eigenwert -1:
-1 -1 -1 T 0
-1 -1 -1 x| =10 = X1 = —T2 — I3 (5.247)
-1 -1 -1 xs3 0
-1 -1
Eig(A;—=1)=Span{| 1 |,| 0 |} (5.248)
0 1
Beachte, dass
-1
(-1 1. 0){0|#0 (5.249)
1
Mit dem Gram-Schmidtschen Verfahren erhélt man:
1
V2
up = % (5.250)
0
-1 ~1 —3
w=|0]-(-—% L 0 0 |lu=1[-1%
V2 V2 1 2
1 1 1
(5.251)
1
V6
w 1
— = |- 5.252
T | (5252
=
FEig(A, —1) = Span{ui,us} (5.253)

Eigenwert 2:

2 -1 -1 T1 0
—1 2 -1 o | =10 =21 =22 =23 (5.254)
-1 -1 2 T3 0

1

Ve
Eig(A;2) = Span{ | 5 |} (5.255)

1

-
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5.4 Hermitesche Formen

Man erhalt:
-1 0 O
U AU=10 -1 0
0 0 2

mit

1 1 1
V2 V6 /3
v | 1 -1 T
0 7 5

unitér, d.h. orthogonal.
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5.5 Der Spektralsatz

Vorlesung vom 07.05.2012

5.5 Der Spektralsatz

Definition Ein hermitescher Raum ist ein C-Vektorraum V (dimV < o00) mit einer
positiv definiten hermiteschen From <, >

Bemerkung Nach Wahl einer Orthogonalbasis wird V' isomorph zu C™ mit hermiteschen
Standardprodukt.

Wir wollen nur Basiswechsel zulassen, welche die herm. Form invariant lassen, d.h. dir
durch unitire (PP* = E) Ubergangsmatrizen gegeben sind. Wir wollen den Endomor-
phismus f : V — V studieren.

Sei B eine Orthogonalbasis von V', M sei die Matrix von f beziiglich B.

Basiswechsel ~» M’ = PM P~} (5.258)
— PMP* (5.259)
P_IZP*

Satz 5.5.1 Sei f : V — V ein Endomorphismus. M sei die Matriz von f beziiglich
der Orthogonalbasis B von F.

(a)

M hermitesch < f hermitesch, d.h. (5.260)
Vo,w eV i< f(v),w >=< v, f(w) > (5.261)
(b)
M unitir < f unitdr, d.h. (5.262)
Yo,w eV i<v,w >=< f(v), f(w) > (5.263)

Beweis =z, y-Koordinatenvektoren von v, w, also

v=BX,w=DBY,<v,w>=X"Y, f(v) = BMX, f(w) = BMY (5.264)
(a)
< fw),w>=(MX)Y = X*M'Y,<wv, f(w) >= X*MY (5.265)
M hermitesch (M™* = M) = f hermitesch (5.266)
[ hermitesch = Ve;,e; € B: efM"e; =e;Me; (5.267)
ety
< e, M*e; >= (M);; = M hermitesch (5.268)
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5.5 Der Spektralsatz

(b)

<v,w>= XY, < f(v), f(w) >= (MX)*MY = X*"M*MY
Analog zu (a): f hermitesch < M*M = E, also M unitér.

Satz 5.5.2 Sei f : V — V ein hermitescher Endomorphismus.

(a) Die Eigenwerte von f sind reell.

(5.269)
(5.270)

O

(b) Die FEigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind orthogonal zueinan-

der.

Beweis v,w € V sind Eigenvektoren zu den Eigenwerten \,, Ay

(a)

(b) Sei Ay # Aw

< f0),v >=< A\v,v >= A\, < 0,0 >
f hermitesch — ||
<, f(v) >=< v, \yv >= A\, < v,0 >
= M —A)<v,0>=0

-

< f(),w >=< v, w >= Ay < v,w >
f hermitesch — ||
<, f(w) >=< v, Apw >= Ay < v, W >
= Ay — ) <v,w>=0
—_——
#0
=< v,w>=0, alsov L w

Satz 5.5.3 Spektralsatz fiir hermitesche Matrizen

(a) Sei f:V — V ein hermitescher Endomorphismus. Dann gibt es eine Orthogo-

nalbasis von V aus Figenvektoren von f zu reellen Eigenwerten.

(b) Sei M eine hermitesche Matriz. Dann gibt es eine unitdre Matriz P so dass
PMP* = diagonal mit reellen Eintrdgen.
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5.5 Der Spektralsatz

Beweis (a) und (b) sind dquivalent: M ist Matrix von f beziiglich einer Orthogonalbasis,
P ist Ubergangsmatrix bei Basiswechsel zu B’ aus Eigenvektoren, PM P* Matrix von f
beziiglich B’ (diagonal mit Eigenwerten auf Diagonale).

Beweis der Aussage: Induktion iiber dimV =n

e n=1 f(v) =aV(a € R)Vv € V. Sei V auf Linge 1 normiert, < v,v >=1

~ {v} (5.281)
Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren von f zu reellem Eigenwert a € R

en—1—n Wihle v € V von f, auf Lénge 1 normiert, < v,v >= 1. Ergénze zu
Orthogonalbasis B (Gram-Schmidt), M sei Matrix von f beziiglich B.

(5.282)
f(v) =av (5.283)
M=M"=a€eR (5.284)
koox=0---0 (5.285)
M* =M (5.286)
Beweis: Da (a) & (b) dquivalent, folgt aus der Induktionshypothese, dass
pelU(n—-1,0C) (5.287)
so dass
PMP* =D (5.288)
diagonal mit reellen Eintrégen.
(5.289)
diagonal mit reellen Eintrégen. (|
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5.5 Der Spektralsatz

Bemerkung Wir wissen, dass die Ubergangsmatrix gegeben ist durch
P =[B|"' = [B']* (da P unitir) (5.290)

wobei B’ neue Basis. Hier: B’ Orthonormalbasis aus Eigenvektor von f. Orthonormalbasis
heisst: Basisvektoren sind auf Lénge 1 normiert, und Basisvektoren miissen orthogonal
sein zueinander. Achtung: Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind orthogonal
zueinander (Satz . Bei mehrfachen Eigenwerten muss man zugehorige Eigenvektoren
orthogonal wihlen (Gram-Schmidt).

Beispiel

M= (-22 ;) (5.291)

hermitesch. Finde P unitéir so dass PM P* = diagonal.

Eigenwerte:
2—-X 1 B 2 -
det<_i 2—)\>_(2_/\) —1=0 (5.292)
s2-N)=1 (5.293)
&2 A=+l (5.294)
SA=1X=3 (5.295)
Eigenvektoren:
1 i [z 0 . . 1 /1
A =1 ‘_Z, 1 <y> = (0> ~» normierter Eigenvektor 7 <Z) (5.296)
-1 i|(x 0 . . 1 /1
A2 =3 ‘—i 1 (y) = <0> ~~ normierter Eigenvektor 7 (—z) (5.297)
1]l 4" 11 —i
o nx Lt _
P =B] _\@‘—i ) \@‘1 i (5.298)
Kontrolle:
. |1 ool
PMP ' 0 3 (5.299)

Durch Einschrinkung auf reelle Vektorraume kann man Ergebniss fiir hermitesche Matri-
zen auf relle symmetrische Matrizen iibertragen

M reelle symmetrische Matrix (5.300)
M = M'"= M* = M (also M hermitesch) (5.301)

Sei V' ein euklidischer Raum (= R-Vektorraum mit einer positiv definiten symmetrischen
Bilinearform <, >). Wir betrachten den Endomorphismus f:V — V.
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5.5 Der Spektralsatz

Satz 5.5.4 Sei M die Matrix von f beziiglich einer Orthogonalbasis.

(a) M symmetrisch < f symmetrisch, d.h.

Vo,we Vi< f(v),w >=<v, f(w) > (5.302)

(b) M orthogonal < f orthogonal, d.h.

Vo,w e Vi<v,w>=< f(v), f(w) > (5.303)

Satz 5.5.5 Sei M eine reelle symmetrische Matrix.
(a) Die Eigenwerte von M sind reell.

(b) Die FEigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind orthogonal zueinan-
der.

Satz 5.5.6 Spektralsatz (reeller Fall)

(a) Sei f:V — V ein symmetrischer Endomorphismus eines euklidischen Raums
V. Dann gibt es eine Orthogonalbasis von V aus Figenvektoren von f zu rellen
FEigenwerten.

(b) Sei M eine relle symmetrische Matriz. Dann gibt es P orthogonal so dass

PMP' = diagonal mit rellen Eintrigen (5.304)
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Vorlesung vom 14.05.2012
5.5 Der Spektralsatz

Riickblick: Fiir jede hermitesche Matrix A € Mat(n;C) (d.h. A = A* = A?) gibt es eine
unitire Matrix P € Mat(n;C) (d.h. P*P = E), so dass P*AP (P~!AP) diagonal ist.
Es gibt insbesondere fiir jede symmetrische Matrix A € Mat(n;R) eine orthogonale
Matrix P € Mat(n;R), so dass P!AP diagonal ist.

Bemerkung Sei A € Mat(2;C) hermitesch, d.h.

A= <g ?) mit 0,5 € R, B € C (5.305)

Dann hat
pa(t) =t* — (a+ &)t + (ad — BB) (5.306)

eine doppelte Nullstelle gdw

(a+8) — 4(ad — 5P) (5.307)
= (a+8)> +4(89) (5.308)
=0 (5.309)

Aber (a — 6)? > 0 und 83 > 0. Also hat p4(t) eine doppelte Nullstelle gdw « = & und
5=0,dh.

A=aFE(aeR) (5.310)
Beispiel Sei
5 4 2
A=14 5 2| € Mat(3;R) (5.311)
2 2 2

Dann ist A symmetrisch und

t—5 —4 -2
dettE —A)=| -4 t—-5 -2 (5.312)
-2 -2 -2

= (t—1)2(t — 10) (5.313)

Eigenwerte 1(2x), 10
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5.5 Der Spektralsatz

e Eigenwert 1:

4 4 -2 —4 —4 -2\ (M 0
zo | = 0| = 23 =—-221 — 229
-2 =2 -1
T3 0
1
Eig(A;1) = Span{| 0
-2
Beachte, dass
0
(10 —=2)|1]+#0
-2
Mit dem Gram-Schmidtschen Verfahren erhélt man
Ly
U = ——
1 N )
0 1 0
w = 1 ]-——(1 0 -2 1 | w
Y ECE A
—4
=—-15
-2
—4

e Eigenwert 10:

2
1
Eig(A;10) = Span{—= | 2
z2)
Beachte, dass
1
1 1
— (2 2 1)—=| 0] =0
R K]
—4
1 1
— (2 2 1)— | 5 | =0
\/5( )3\6 9

(5.314)

(5.315)

(5.316)

(5.317)

(5.318)

(5.319)

(5.320)

(5.321)

(5.322)

(5.323)

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten einer hermiteschen Matrix sind im-

mer orthogonal.
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5.6 Kegelschnitte und Quadriken

Man erhélt

10 0
P'AP={0 1 0 (5.324)

0 0 10

4

b1 1 -3 2 ( |
mit P=—1[0 2 2 5.325

V5 o -2 1

5.6 Kegelschnitte und Quadriken

<<

Abbildung 5.1: Diverse Kegelschnitte (Grafik: www.duden.de)

Ziel: Wir mochten sogenannte “Kegelschnitte” iiber R? mit Hilfe unserer Resultate fiir
Bilinearformen beschreiben.

Beispiel Man beschreibt die “quadratische Form”
q(z1,29) = 523 — 2x129 + Ha3 (5.326)

(_51 _51) (5.327)

q(z1, 2) = ' A (x = @;)) (5.328)

Die Losungsmenge der quadratischen Gleichung
q(z1,22) = 4 (5.329)

ist ein Kegelschnitt, ndmlich eine Ellipse.

durch eine symmetrische Matrix

d.h.

Frage: Wie erkennt man die Form[l-] eines Kegelschnitts?

'Ellipse, Hyperbel, Parabel

109
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Ein Kegelschnitt ist die Losungsmenge iiber R? einer quadratischen Gleichung der Form:
1123 + 20097172 + 9xs + B1o1 + Baxe +y =0 (5.330)

Der Anteil dieses Kegelschnitts
q(w1, m2) = 01127 + 20092122 + A9 (5.331)

quadratische Form.
Man schreibt in Matrixnotation

' Az + Bx+v=0 (5.332)
. T 11 012
mit <x2> <a12 a22> (B p2) ( )

Zur Erinnerung (Satz [3.2.3))
Jede euklidische Bewegung f : R” — R" (eine “abstandstreue” Abbildung) ist die
Zusammensetzung eines orthogonalen Endomorphismus und einer Translation, d.h.

Flz) = Az +b (5.334)
fiir ein A € O(n;R) und b € R

Wir zeigen, dass entweder

o' Az + B+~ =0 (5.335)

einen entarteten Kegelschnitt beschreibt, d.h. ein Paar von Geraden, eine Gerade, ein
Punkt, oder die leere Menge, oder es eine euklidische Bewegung

f:R* = R? (5.336)
gibt, so dass
f(x)'Af(x) + Bf(z) +~v=0 (5.337)
eine der folgenden Typen hat:
(i) Ellipse
M2+ pyd —1=0(\p>0) (5.338)
(i) Hyperbel
AP — g3 —1=0(\u>0) (5.339)
(iii) Parabel
M2 —ya=0(\>0) (5.340)

Man braucht zuerst eine orthogonale Koordinatentransformation (Drehung, Spiegelung
usw.) und eine Translation.
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Beispiel Betrachte

5.1‘%—2.1‘11’24—51’%—4:0
2Ar—4=0

. 5 -1
mltA(_l 5)

Man erhélt
pa(t) 6)(t —
Eig(A;6) = Span{——= < )}
Eig(A;4) = Span{— < )
7 }
Also
' _ (6 0
par— (8 )
mit
1 1 1
r=0(4)
Man setzt
y = P'z (P" orthogonal)
und erhalt
r = Py
(Py)'A(Py) —4 =0
y'(P'AP)y —4=0
das heisst

6y +4y3 —4=0
oder ;yf—i-y%—l =0
= Ellipse
Betrachte nun

2'Ax+Br—4=0
mit B = (—v2 +/3)

111

(5.341)
(5.342)

(5.343)

(5.344)

(5.345)

(5.346)

(5.347)

(5.348)

(5.349)

(5.350)
(5.351)
(5.352)

(5.353)

(5.354)
(5.355)

(5.356)
(5.357)
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Man erhilt
y'(P'AP)y+ BPy —4=0
das heisst
6y +4dys — 2y —4 =0
Man setzt
_1
_ 6
zZ2=1Yy+ ( 0 >
und erhalt
1 9 1
6(21 + 6) +4Z2 — 2(21 =+ 6) — 4
25
= 6271425 — 5 =0
36 5, 24, B
= Ellipse

Wir untersuchen nun die allgemeine Gleichung
t'Ar+ Bx+~y=0
. o]«
mit A= ( i 12) ,B = (b1, 52)

Q12 Q92

(5.358)

(5.359)

(5.360)

(5.361)
(5.362)

(5.363)
(5.364)

(5.365)

(5.366)

Nach dem Spektralsatz (5.5.6) gibt es eine orthogonale Matrix P € Mat(2;R). sp dass

P!AP diagonal ist. Man setzt
y = Pz
und erhélt

(Py) A(Py) + B(Py) +v =0
t t _
y'( P'AP )y+ (BP)y+~vy=0
Diag.—Mat.

Also nehmen wir jetzt an, dass A diagonal ist, d.h.
anz + s + Sy + fara + =0

Wenn a1 # 0, ago # 0, setzt man fiir i = 1,2 :

Bi

20@'

Zi =X +

112

(5.367)

(5.368)
(5.369)

(5.370)
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und erhilt fiir ein 4/ € R
2 2
o112] Fagezy —v =0 (5372)

Ist 4/ = 0, so definiert die Gleichung ein Paar von Geraden oder einen Punkt, d.h. der
Kegelschnitt ist entartet.
Ist 4" # 0,, erhélt man

o112 | oz
,Y/ ,y/
—2 22 —-1=0 (5.374)

~1=0 (5.373)

Wenn ay111’ 0‘72,2 < 0, dann ist der Kegelschnitt leer und entartet. Fiir oi/l,l, 0‘72,2 > 0 erhilt
man eine Ellipse, andernfalls eine Hyperbel.
Falls aigo = 0, B2 # 0, a1 # 0 definiert man

A1

21 =21+ E (5375)
2
v+ 4?2
29 = Tg + 1 (5.376)
B2
und erhalt
04112% + 5222 =0 (5.377)
und dann
L (5.378)

2

Schliesslich kann man, falls % < 0 durch eine Spiegelung das Vorzeichen dndern. Man
erhélt eine Parabel.

Der Fall a1 = 0,81 # 0,90 # 0 ist sehr dhnlich. Die iibrigen Fille definieren entar-
tete Kegelschnitte (Aufgabe).
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5.6 Kegelschnitte und Quadriken

Vorlesung vom 18.05.2012

Beispiele

(i) Betrachte

Az —6=0
mit
1 -2
= (53
d.h.
—4z129 + 325 —6=0
Man erhélt:
palt) = tgl tf?))
=({t-1(t-3)—4
= —4t—1
= (t— (24 V5)(t— (2—V5))
Eig(A,2+/5) :
= Span B — 1-v5
- { 10—2\/5< 2 >}
Eig(A,2 —V5) :
= an ; 2
=Sp {«/10—2\/5<1—\/5>}
Also
t (245 0
PAP-( 0 2_\/5)
mit

P:i<1_2\/5 —1—2m/5>
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(5.379)

(5.380)

(5.381)

(5.382)

(5.383)
(5.384)
(5.385)

(5.386)

(5.387)

(5.388)

(5.389)

(5.390)

(5.391)



5.6 Kegelschnitte und Quadriken

Man erhilt fiir y = Pla:

2+ V5)yf +(2—V5)ys —6=0
2++5 2-+5
yi + Y3

6 g »2-1=0

den Kegelschnitt einer Hyperbel.

(ii) Betrachte

2! Az —4 =0 mit A = (_15 _15>

Man erhilt (siehe oben)

—6

0 1 1 1
) -
PAP= ( 0 —4> mtr= s (—1 1)

Man setzt y = Ptz und erhilt:

entartet.

Betrachte nun

xtAa:+Ba;—4:0mitA:(

—6y7 —4dys —4 =10
6y7 +4ys +4=0

-5 1

Man erhilt fiir <= Plx

und dann fiir

d.h. eine Ellipse.

—6y +4y2 +12V2y, —4 =0

12v2
21:y1+m:y1_\/§

22 =12

6(21 +v2)% + 422 +12v2(z1 +V2) —4=0

—627 — 422 +8=0

5,

2
—1=0
2 £

N | =
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(5.392)

(5.393)
(5.394)

(5.395)

(5.396)

(5.397)
(5.398)

(5.399)

(5.400)

(5.401)
(5.402)

(5.403)
(5.404)

(5.405)



5.6 Kegelschnitte und Quadriken

Eine Quadrik ist die Losungsmenge iiber R" einer quadratischen Gleichung der Form

n n n
SNaua?+ Y 20w+ Y ft +y=0 (5.406)
i=1 1<ij<n i=1
oder in Matrixform:
Az + Br+v=0 (5.407)
air Q12 ot Qg
mit A = 04'12 o B = (51 5n) (5.408)
aln .. .. ann

Nach einer geeigneten orthogonalen Transfomration P wird die Quadrik durch eine Glei-
chung

y'(P'AP)y + BPy+Y =0 (5.409)

beschrieben, wobei P! AP diagonal ist.
Durch Translationen eliminiert man die Terme B;jz;. In R? ist eine Quadrik entweder
entartet oder es gibt eine euklidische Bewegung f : R3 — R3, so dass

f(@)'Af(z)+ Bf(z) +~v=0 (5.410)
eine der folgenden Typen hat:
(i) Ellipsoide: 127 4+ a3 + agza —1 =10
(ii) Einschalige Hyperboloide: o127 + ag13 — asszi —1=0
(iii) Zweischalige Hyperboloide: aj17? — ager3 — a33m§ —-1=0
(iv) Elliptische Paraboloide: aj1z? + ar3 — 23 —1 =10
(v) Hyperbolische Paraboloide: anm% - a22$§ —x23—1=0

wobei 11, 99, 0x33 > 0 sind.

Beispiel
522 + 5a3 4 203 + 8129 + 4wy 23 + 4wows + 11 — 223 — 1 =0 (5.411)
5 4 2
t'Ar+Br—1=0mit A=[4 5 2|,B=(1 0 —2) (5.412)
2 2 2
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5.7 Der Spektralsatz fiir normale Endomorphismen

Dann (siehe oben)

10 0 L (1 52
PAP=[0 1 0| mitP=—2|0 2 2 (5.413)
0 0 10 Vila -2 1
Man erhilt fiir y = Plx
yiys + 3 +Voy —1=0 (5.414)
und dann gilt fir
21 =191+ \25-22 =Y2,23 =93 (5.415)
22+ 25 + 1023 — % =0 (5.416)
oder
gz% + gzg + %zg —1=0 (5.417)

— Ellipsoid.

Bemerkung Man kann oft den Typ einer Quadrik ohne komplizierte Berechnungen be-
stimmen.
Beispiel: Fiir einen nicht entarteten Kegelschnitt, beschrieben durch

2'Ar 4+ Br+y=0 (5.418)
erhilt man
e cine Ellipse gdw. det A > 0
e eine Hyperbel gdw. det A < 0
e cine Parabel gdw. det A =0

Zudem kann mit Koordinatenwechsel evtl. nicht orthogonal bestimmt werden, ob ein Ke-
gelschnitt entartet ist.

5.7 Der Spektralsatz fiir normale Endomorphismen

Zur Erinnerung: Fiir jede hermitesche Matrix A € Mat(n;C), (A = A*) gibt es eine unitére
Matrix P, so dass P*AP diagonal ist.

Frage: Welche (anderen) Matrizen haben diese Eigenschaft?
Eine Matrix A € Mat(n; C) heisst normal, wenn A und A* vertauschbar sind, d.h. A*A =
AA*.
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5.7 Der Spektralsatz fiir normale Endomorphismen

Bemerkung Jede hermitesche Matrix A € Mat(n;C) ist normal.
AA* = A% = A*A (5.419)

auch jede schiefsymmetrische Matrix (A* = —A)

AA* = —A? = A*A (5.420)
und jede unitdre Matrix
AA*=FE=A"A (5.421)
Es gibt auch andere Beispiele, z.B.
110 2 11
A=10 1 1],AA"=A"A=[1 2 1 (5.422)
1 01 11 2

Lemma 5.7.1 Sei P € Mat(n;C) unitir. Dann ist A € Mat(n;C) normal gdw.
P*AP* normal ist

Beweis

“=" A+ Mat(n;C) unitér.

= AA"=A"A (5.423)

= (P*AP)(P*AP)* (5.424)

= (P*AP)(P*A*P) (5.425)

— P*AA*P (5.426)

— P*A*P = (P*AP)*(P*AP) (5.427)

“<” P*AP normal.

= P**P*AP*P” ist normal (nach “=") (5.428)

= A ist normal (5.429)

O

Ein Endomorphismus f : V' — V eines hermiteschen Raumes V (endlich-dimensional
iiber C mit einer positiv definiten hermiteschen Form) heisst normal, wenn die zugehorige
Matrix beziiglich einer (und damit jeder) Orthonormalbasis normal ist.
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5.7 Der Spektralsatz fiir normale Endomorphismen

Satz 5.7.2 A € Mat(n;C) ist normal gdw. es ein unitire Matriz P € Mat(n;C)
gibt, so dass P*AP diagonal ist.

Beweis

“=" Jede Diagonalmatrix ist normal. Also ist P*AP* diagonal, dann ist A nach Lemma
[£.7.1] auch normal.

“<” Sei A € Mat(n;C) normal. Man wihlt einen Eigenvektor v = v, und normiert ihn
auf Lange 1, so dass < v,v >=1 gilt.
Dann ergédnzt man (v;) zu einer Orthonormalbasis von C". Man erhilt ein unitéres
P e Mat(n;C) und B € Mat(n —1;C), so dass

Q11 | Q12 0 Qp
0
P*AP = und (5.430)

an
(P*AP) = | . (5.431)

0

P*AP ist normal (Lemmal5.7.1)) und deshalb sind die oberen linken Eintréige von (P*AP)(P*AP)*
und (P*AP)*(P*AP) gleich das heisst

11011 = 011001 + Q12002 + ... + Q1R 01g (5.432)
Daraus folgt
Q12002 + ... + a1pai, =0 (5.433)

und (da aq;a7; € R und > 0)

19 = (13 = ... = 01, = 0 (5.434)
d.h.
ap;; |0 -+ 0
0
P*AP = ) (5.435)
: B
0
B ist auch normal und die Behauptung folgt durch Induktion nach n. O

119



5.7 Der Spektralsatz fiir normale Endomorphismen

Beispiel
3 2
A= (_2 3) (5.436)
ist normal.
t—3 -2
det(tE — A) = ‘ 9 4_ 3‘ (5.437)
=(t-3)2+4 (5.438)
=(t—(3+2))(t—(3—20)) (5.439)
Figenwerte: 3 + 27,3 — 21.
Pig(A: 3+ 2i) = Span{—— <1>} (5.440)
g4 p N .
Fig(A;3 — 2i) — Span{\}ﬁ <_11>} (5.441)
X (3 +2 0 Lo, 111 .
P*AP = ( 0 3 21,) mit P = 7 (Z —i) unitér (5.442)

Korollar 5.7.3 Jede konjugierte Klasse in der unitdren Gruppe enthdlt eine Diago-
nalmatriz, dass heisst fir eine unitire Matrix P € Mat(n;C) existiert Q unitir, so
dass Q* PQ unitdr und diagonal ist.

Beispiel
1 /1 4\ . e
P= 7 <z 1> ist unitér (5.443)
Man erhélt
. 1 /144 0
0 PQ_\@( ; 11,) (5.444)
unitir mit
1 /1 1
Q= 7 (1 _1> (5.445)
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5.8 Andere Darstellungen

Vorlesung vom 21.05.2012

5.8 Andere Darstellungen

Alternierende und schiefsymmetrische Bilinearformen
Eine Bilinearform <, > auf einem Vektorraum {iber V heisst alternierend, wenn Vv € V
gilt:

<v,v>=0 (5.446)
Daraus folgt, dass Vv, w € V gilt:
O=<v4+wv+w>=<v,v>+<v,w>+<wv>+<ww> (5.447)
=<v,w >+ <w,v> (5.448)
und deshalb
<v,w>=—<w,v> (5.449)

d.h. <, > ist schiefsymmetrisch.

Ist 1+ 1+ 0in Km dann gilt auch die andere Richtung:

<, > ist schiefsymmetrisch = Vv € V :<v,v >= — <wv,v > (5.450)
=(1+1) <v,v>=0 (5.451)
=< v,0>=0 (5.452)

d.h. <, > ist alternierend.
Eine Matrix
A = (oj) € Mat(n; K) (5.453)

von einer alternierenden Bilinearform <, > beziiglich einer Basis auf einem endlich-dimensionalen
Vektorraum V iiber K hat die Eigenschaft

- J-aj wenn i #
g = { 0 wenn ¢ = j (5.454)
und deshalb auch

At=—-A (5.455)

d.h. A ist schiefsymmetrisch.
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5.8 Andere Darstellungen

Wenn 141 # 0 und A® = — A, dann hat A auch diese Eigenschaft, aber fiir 1 4+ 1 # 0 gilt
diese Richtung nicht. Zum Beispiel:

G- (5450

Jede reelle schiefsymmetrische Matrix A € Mat(n;R) ist normal, also

AA* = AA = — A2 = A'A = A*A (5.457)
und deshalb nach dem Spektralsatz unitar diagonalisierbar iiber R.
Beispiel:
0 1
A= <_1 O> € Mat(2;R) (5.458)
ap (1O o1 (i
P AP_<O _1) mit P=— () (5.459)
Beachte nun, dass wenn A € Mat(n; C) schiefsymetrisch ist und 1+ 1 # 0 € K, gilt:
A invertierbar = n gerade (5.460)
(det A #0) (5.461)

n ungerade = det A = det(—A") (5.462)
— det(—A) (5.463)
=(—1)"det A (5.464)
— —det A (5.465)
= (1+1)detA=0 (5.466)
= det A =0 (5.467)
Beachte auch, dass
A invertierbar und schiefsymmetrisch = (A™1)" = (A")~! (5.468)
= —A7! (dh. A7! schiefsymmetrisch) (5.469)

Satz 5.8.1 (a) Sei V' ein Vektorraum der Dimension n iber K, und sei <,> eine
nicht-entartete alternierende Bilinearform auf V. Dann ist n eine gerade Zahl,
und es gibt eine Basis von V beziiglich der die Matrix von <,> die folgende
Form hat:

0Om Em . n
Jom = <—Em Om> mit m = 5 (5.470)
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5.8 Andere Darstellungen

(b) Sei A € Mat(n;C) invertierbar und alternierend. Dann ist n gerade und es gibt

ein invertierbares Produkt P € Mat(n; K) so dass PAP = Jo, mit m = 5.

Beweis Man zeigt:

e <, > ist nicht-entartet gdw. eine zugehorige Matrix beziiglich einer Basis invertierbar
ist.

e V=Wao&WH,, wenn <, > auf einem Unterraum W von V nicht-entartet ist.

e Wenn <, > nicht identisch Null ist, dann gibt es einen Unterraum W, so dass <, >
auf W beziiglich einer geeigneten Basis durch die Matrix

(_01 i) (5.471)

beschrieben ist.

Bemerkung Ein Vektorraum mit einer nicht-entarteten alternierenden Bilinearform heisst
fsymplektrischer Raum.
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Halbordnung,
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124

Hyperboloid,

induktiv, 9]
invariant, [I7]

Isometrie, [48] 53]

isotrop, [84]
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Lemmata
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Matrizen
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